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Mat ematika I
GEOMETRIJSKA IN HARMONIČNAVRSTA

Seštevanje realnih šte vil j e po definiciji preslikava

x,y -+ x + y,

ki paru dveh (poljubnih) realnih štev il priredi tr etje, njuno vsoto; mn oži
ca realnih števil j e za to ope rac ijo komu ta tivna grupa, pri čemer j e eno ta
število O, nasprotni eleme nt števila z pa je - z .

Sešt evanj e je potemtakem sešte vanje dveh števil. Ker velja zakon
asoc iativnos ti, lahko vsoto posplošimo tako, da je v njej poljubno mn ogo
sumandov:

Xl + X2 + X3 := ( X l + X2 ) + X3,

Xl + X2 + X3 + X4 := ( X l + x2 + X3) + X4

in tako naprej. V vsakem pr imeru pa je v vsot i le končno število členov .

Če j e v vsoti veliko členov , ji včasih rečemo končna vrsta in uvedemo
zanjo poseben simbol : Il

Xl +X2 +" ,+xll = : Lxk. (1)
k =l

Znak za seštevanje j e podan z veliko grško črko sigma, ki označuje isti glas
kot latinski S in nam iguj e na začetnico la tin ske besede sum m a = vsota.

Nekaj pr eprostih primerov:
Il

La = a+a+ ··· + a = na .
k =l

Il

L k = 1 + 2 + ...+ n = n(n + 1)/2.
k=l

n

L(a + kd) = a + (a + d) + (a + 2d) + ... + (a + nd) = (n + 1)(a + nd/2)
k= O

(vsota aritmetičnega zaporedja).
Il

L apk =a+ ap +ap2+ ... +ap" =a(1 -pn+I)/(1 -p) (2)
k =O

(vsota geometrijskega zap oredja).
Matem atika pa gre še dlj e in uvede neskončno vrsto (ali kar vr

sto): vzamemo neskončno zap oredje X l, X2 , X3, oo . realnih šte vil in iz njega
naredimo

oo

Xl +X2 + X3 + ·· · = L Xk.
k=l

(3)



IMatematika

Seveda pa je tej reči najprej t reba dati vsebino. Če so vsi člen i od nekega
mesta dalje enaki O, naj bo to kar običaj na vsot a , npr. :

Xl + .. .+ X m + O+ O+ ... := X l + ...+ X m ·

Če pa niso, pač ravnamo "po občutku" , vzamemo računalnik in sešt ejemo ,
recimo, tisoč členov vrst e (3) ; če pri tem ugotovimo, da so nad aljnji členi

vrste že tako majhni, da jih pri računanju z računalnikom lahko zan ema
rimo , rezultat na ekranu razglasimo za vsoto ali vrednost vrste (3) .

Zadnji stavek ni ravno vzor matematične natančnosti . Že zato ne,
ker je vsota vrste tedaj odvisna od kvalitet e računalnika . Posku simo biti
zato malce bo lj objektivni! Uvedirno delne vsote vrst e (3):

Na splošno to rej velja:

"
s" := L Xk.

k= l

Sedaj pa recimo: Število s' j e vsota vrste (3) :

oo
(4)

če se vse delne vsote z dovolj velikimi ind eksi razlikujejo od S za tako
malo, kot le hočemo . Če j e torej ind eks n delne vsot e s" res zelo velik , j e
razlika IS - s" I manjša od še tako majhne vnaprej postav ljene vrednosti .
To s imbol ično zapišemo takole:

S = lim s",,-oo (5)

in pr eberemo: "S j e limit a zaporedja delni h vsot" ali "Delne vsot e kon
vergirajo k S " , ali tudi: "Delne vsote gredo k števi lu S " . Simbol lim je
okrajšava latinske besede lim es , ki v dob esednem prevodu pomeni mejo .

Že iz d efinicij e same sledi , d a vrste nimajo zmeraj vs o t e . Če se namreč
vse delne vsote z dovolj velikimi in deksi lo čij o od vsote vrste za poljubno
malo, se tudi med seboj ločij o največ za dva kratni "polj ubno malo". Ker
pa se zapo redni delni vsoti s,, -l in s" lo či ta ravno za X" , j e potemtakem
člen x" z dovolj velikim indeksom n nujno zelo blizu O. Sklepamo tedaj,
da če vrs ta (3) ima vsoto, nujno velja:

lim x" = O.,,- oo (6)



(7)

Mat ematika I
Tako npr. vrsta 1 + 1 + 1 + ... nima vsot e.

Pr avzaprav je na mestu vprašanje , ali sploh ima kakšna vrsta s pre
težno nen i čelnimi člen i svojo vsot o.

Zanimi vo j e, da so se s tem vprašanjem srečali že antičn i Grki. Slavni
Zenonov par ad oks govori ravno o tem . Ustrelimo proti tarči (v origina lni
verziji paradoksa z Ahilom lovimo želvo); izstrelek najprej preleti pol poti,
potem pol od polovice, pot em še pol od polovice od polovice, pa tako
naprej brez konca. No, in prav zato, ker preletavanj e polovičk nima konca ,
izstr elek mord a nikoli ne prileti do tarče. Dejansko se spr ašuj emo, ali ima
vrs ta

1 1 1 1 oo 1 k

2" + 4" + 8" + 16 + .. . = 2::)2")
k=1

svojo vredn ost . Zdr ava pamet nas u či , da jo mora imeti in da je ta vsota
enaka 1 (to je, cela pot). Vendar ne smemo zato misliti , da je bil Zenon
malce pr eglob oko pogledal v kozar ec. Pr av nasprotno j e res: dejstvo , da je
opazil problem v sicer tako samoumevnem poj avu, jasno kaže na njegove
izjemne intelektualne sposobnosti .

G eometrijska vrsta je
oo

a + ap + ap2 + ap3 + ... =L apk .

k=O

Delno vsot o 8 11 imamo že v (2) . Recimo , daj e -1 < P < 1. Kaj se dogaja
s p"+I , ko n raste preko vseh mej? Natančen račun je nekoliko dolg, za
silo pa se da to ugot oviti tudi z računalnikom. Odtipkajmo kat erokoli
število med - 1 in 1 in pritiskajmo tipko kvadriranje. Primer:

0,9 90000 ~ 0,980100 ~ 0,960596 ~ 0,922745 ~ 0,851458 ~

0,724980 ~ 0, 525596 ~ 0,276252 ~ 0,076315~ 0,005824 ~

0,000034 ~ 0,000000

Torej j e 0,992048 = Ona vsaj 6 decimalk .
Tako eksperimentiranje z žepnim računalnikom ni vselej zanesljivo, v

tem primeru pa j e dobra osnova za (pravilno!) domnevo:

lim p"+l = O.
11-- 00

Od tod in iz (2) lahk o sklepamo, da velja:
oo

'" k aL.,;ap =~.
k= O P

V (7) je a =p = ~ in rezultat j e res l .

(8)



Mat ematika

Če pa ne velj a -1 < P < 1, geometrijska vrsta nima vsot e; precej
oči tno j e, da (6) tedaj ne velja.

Ali j e res pogoj (6) tis ti , ki od loča o tem , ali bo vrsta imela vsoto ali
ne? Glede na to , kako smo ga dob ili (t orej iz predpostavke, da vrsta ima
vsoto) , j e pog oj (6) potreben , če naj vrsta ima vsoto. Zadosten pa ni.

Har-monična vrsta

1 1 1 oo 1
1+-+-+-+ ... ="'-

2 3 4 s: k
k = l

(9)

ima izpolnjen pogoj (6) , saj se člen i res manjšajo in so vse bliže O. Pokazali
pa bomo, da nima vsot e. Drugače rečeno , če bi sešt eli dovolj členov

harmonične vrste, bi dobili poljubno velik rezultat.
V ta namen še malo ekspe rimentiraj mo z žepnim računalnikom. lzb e

rimo si poljuben pozitiven x in izračunajmo št evili x - 1 ter ln( x ) (naravni
logaritem, torej logaritem z osnovo e). Hitro opazimo, da je ln( x) vedno
manjši od x -I , raz en za x = 1, ko sta oba izraz a enaka O. Tako j e npr .:
1 = 2 - 1 > In(2) = O, 693; -~ = ~ - 1 > ln(~) = - 0, 693. Im ejmo to za
eksperimentalni dokaz ocene

ln(x)~ x-l (x >O). (10)

S posebnim postopkom , ki se mu reče odvajanje, se da (10) tudi strogo
dokazati .

Če narišemo grafa funk cij x -1 in ln( x) , dobi (10) preprosto vsebino:
krivulja y = ln(x ) ima premi co y = x - I za tangent o pri x = 1, pri čemer

j e - razen v dotikališču - pr emi ca nad logaritemsko kri vuljo.

(yJ

2

-1

- 2

3 ~ (x)

Slika 1.



Matematika I
Uporabimo (lO)! Naj bo k naravno št evilo, večj e od 1.

1 1 1
ln(k - 1) = In(k(l - k)) =ln(k) + In(1 - k) ::; ln(k) - k·

Od tod:

1 1 1 1 1 1
In(l) < In(2) - - < In(3) - - - - < . .. < ln(n) - - - -- - . . . - - .

- 2 - 3 2 - - n n -1 2

Če povežemo le začetek in konec izpeljave , dobimo:

1 1 1
1 + - + - + ...+ - < ln( n) + l.

2 3 n -

Ponovno uporabimo (10) , tokr at za k 2: 1.

(11)

1 1 1
ln(k + 1) = In(k(l + k)) = ln(k) + In(l + k) ::; ln(k) + k·

ln(n) < ln(n - 1)+ _ 1_ < ln(n - 2) + _ 1_ + _ 1_ < ... < 11l(1) + 1 + .. .+
- n-1 - n - 2 n -1 - - 1

+ _ 1_ kar nam da:
n- 1 '

1 1 1
ln(n) + - ::; 1+ - + ...+ - .

n 2 n
(12)

Delna vsota Sn = 1+ ~ + ...+ ~ harmonične vrste je torej vkleščena
med meji

1
ln(n) + - ::; Sn ::; ln(n) + 1. (13)

n
Ker z neomejeno naraščajočim n raste preko vseh mej tudi njegov logari
tem ln(n) ( čeprav res mnogo počasneje) , pa (13) pove, da tudi delne vsote
harmonične vrste neom ejeno rastejo. Potemtakem harmonična vrsta nima
vsot e.

Ocena (13) se da za velike n izboljšati. Pr ecej zahtevna izpelj ava
namreč pokaže, da za dovolj velik n velja poljubno natančno :

S n ~ ln(n) + C,

kar lahko zapišemo tudi takole:

lim (Sn - ln(n)) = C.
n - oo

(14)

Pri tem j e C = 0,57721566... Eulerjeva konstanta, ravno tak čuden

spak , kot sta števili "Ir =3,14159... ali e =2,71828...



Za konec iie nalaga, ki se jo da reiiiti 5 uporabo (14). Do katerega n 
je treba s&eti harmoniEno vrsto, da bo dobljena delna vsota s, pribl3no 
1994? Ce bi imeIi raeunalnik, ki bi raiunal s dovolj decim- in bi 
vsako f i o n h o  sekunde priZitel po en Elen harmonitne vrste, kaj menite, 
koliko ekund (ur, morda eelo dni) bi seitevd do vsote 1994? 
(Odgovor: n = 5,4 h a  rduuanja = 1,7. loas2 let) 




