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MARTENATIBA

ODVOD POLINOMA IN NJEGOVA UPORABA

1. Kaj je odvod polinoma?

Polinom ene spremenljivke je izraz oblike
P(x) = anx" + an—1x" 14 .. .+ aix+ ag.

Privzamemo, da je prvi koeficient a,, razliten od ni¢. Stevilo n se tedaj

imenuje stopnja polinoma P.
Odvod polinoma P je nov polinem P’, ki ima stopnjo za ena niZjo od

stopnje polinoma P. Dobimo ga po naslednjih pravilih:

(i) Odvod konstantnega polinoma je enak niZ.

(il) Odvod potence x" je enak nx"~1.

(i) Odvod vsote polinomov je vsota posameznih odvodov; torej (P + Q) =
=P +Q".

(iv) Odvod s konstanto pomnoZenega polinoma je s to isto konstanto po-
mnoZen odvod prvotnega polinoma; torej (aP) = a- P'.

Za zgled izratunajmo odvod polinoma P(x) = x3 +2x? + 4x — 8. Z
uporabo zgornjih pravil dobimo

P'(x) = (x*) +(2x°) + (4x)' - (8) =
=1-03)+2-(x%) +4-(x*) -8-(1) =
=1-3x24+2-2x+4.x°-8.0=
:3x2+4x+4,

V naslednjih dveh razdelkih bomo ilustrirali na primerih uporabnost tega
pojma.

2. Realne niéle

Za 3tevilo o re€emo, da je nila polinoma P, & je P(a) = 0. Polinom
ima najveg toliko realnih niZel, kot je njegova stopnja, npr. polinom P(x) =
= x? —3x+2 ima lahko najve¥ dve realni ni&li in ju v resnici tudi ima. To sta
a =1in a=2. Polinom P(x)= x2 + 1 pa nasprotno nima nobene realne
ni¢le. Nigle loZimo tudi glede na njihovo stopnjo. Ni&la o je prve stopnje,
e (x — @)? ne deli polinoma P(x). Tak primer je nitla & = 1 v polinomu
P(x) = x*—3x+2. Ni€la a je druge stopnje, &e (x—a)? deli P(x), (x—a)*
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pa ne. Primer za to je ni¢la a = 1 v polinomu P(x) = x3 —4x2 4 5x — 2.
Podobno definiramo tudi ni&le vigjih stopenj.

Za polinom P(x) re¢emo, da ima vse niéle realne, €e je vsota stopenj
vseh realnih niZel enaka stopnji polinoma. To lahko povemo tudi drugae:
Polinom P(x) ima vse niéle realne, &e ga lahko zapiSemo kot produkt

P(x) = (x —a1)™(x —a2)™ ... (x — k),

kjer so a1, g, ..., ay realne ni€le polinoma P(x). Njihove stopnje so seveda
ny, N2, ..., Ng.
Naslednji izrek je dokazal matematik Rolle.

Ce ima polinom P(x) vse niéle realne, potem ima tudi njegov odvod P'(x)
vse niéle realne.

Dokaz tega izreka ni tezak, vendar presega nivo srednjesolske mate-
matike. Uporabimo ga lahko za reSevanje problemov naslednjega tipa:

Naj bo P(x) = x® 4+ x* 4+ x3 4+ ax? + bx 4 c. Ali je moZno izbrati 3tevila
a, b, c tako, da bo imel polinom P(x) same realne ni&le?

Ce polinom P(x) zaporedoma odvajamo, dobimo

P'(x) = 5x* 4+ 4x3 + 3x% + 2ax + b,
P"(x) = 20x> + 12x% 4 6x + 2a,
P"(x) = 60x2 + 24x + 6.

Ce bi imel P(x) same realne nitle, bi imel po Rolleovem izreku tudi P’(x)
same realne niZle. Po isti logiki bi morala imeti tudi P”(x) in P"'(x) same
realne nitle. S pomo&jo odvoda smo manjgali stopnjo polinoma in po treh
korakih prigli do kvadratne enatbe 60x2 + 24x + 6 = 0. Ta enatba pa
nima realnih re3itev, ker je njena diskriminanta negativna. To pomeni, da je
odgovor na zastavljeni problem negativen.

3. Minimum in maksimum

V zvezi z odvodom obstaja naslednji pomembni izrek:

Ce je v tocki o lokalni minimum ali maksimum, potem je o ni&la odvoda
P'(x).
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Ta izrek nam pomaga pri re¥evanju nekaterih zelo Zivljenjskih problemov,
kot je naslednji: ; )

Denimo, da imamo kvadraten e—— 100 cm ———:
kos lepenke s stranico 1 m. Na vseh
gtirih vogalih Zelimo odrezati manjge || _____
kvadrate tako, da bomo preostanek
zloZili v ¥katlo brez pokrova (slika).
Kako naj odrezemo, da bo volumen
dobljene katle najve&ji moZen?

Naj bo x velikost stranice od-
rezanega kvadratka. Tedaj bo imela

gkatla $irino in dolZino 100 — 2x (v = |}—4 __ ____ ___
centimetrih) ter vi¥ino x. Njen vo-
lumen bo

X
V(x) = (100 — 2x)%x = 4x> — 400x? + 10000x.

Na3a naloga je dolo&iti maksimum tega polinoma, ko je x med 0 in 50 cm.
Po zgornjem izreku je potrebno rediti enabo

V/(x) = 12x2 — 800x + 10000 = 0.

Njeni reditvi sta x = 50 cm ter x = 16,66 cm. Pri prvi reSitvi je volumen
enak 0 (to je seveda minimalen volumen), pri drugi pa dobimo maksimalni
mozZni volumen 74074 cm® oziroma 0,074 m3.

Borut Zalar





