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o DIAMETRU MNOŽICE

Kako bi povedali, kako velika je neka množica Mv 3-razsežnem (evklidskem)
prostoru (torej v prostoru, kjer živimo ; ima dolžino , širino in višino)? Ena od
možnos t i je, da povemo največjo mogočo razdaljo med dvema točkama te
mno žice (dolžino najdaljše dalj ice, katere k rajišči ležita v M). Taka razdalja
ne obstaja vedno . Le obstaja, ji pravimo diameter ali premer množice M in
jo oz n a č i mo z diam M (v ča sih pa bomo tudi najdaljšo daljico samo imenovali
diameter množice M). Da dvom o obstoju ni odveč , nam poka žeta naslednja
zgleda:

1. Naj bo M premica v prostoru . Za poljubni d ~ O lahko najdemo na M
daljico z dolžino d . (Eno kraji šče naj bo poljubna točka na premici, po
premic i odm erimo d in kon čn a točka je drugo kraji š če daljice z dolžino
d.) Lahko bi rekli, da je diam eter premice enak neskončno .

2. Naj bo M odprti krog (t o je krog brez oboda , brez mejne krožn ice) s
polmerom r . Za poljubn i d < 2r lahko najdemo v M točki, ki sta
oddaljeni za d (v kako to čko , ki j e zadosti blizu obodu, zapičimo šestilo
in narišimo krožnico spoime rom d ; dobr e so vse to čk e na tej krožnici,
ki ležijo v M), za d = 2r pa nam to ne uspe, kajti vzeti bi morali točki

zoboda.

Če je diam et er dosežen na neki dalj ici, pa taka daljica ni nujno ena sama .
Za zaprti krog (to je krog skupaj z obodom) je diameter dosežen na vsakem
prem eru (od tod tudi ime) . Dobra je vsaka daljica skozi središče kroga, ki
ima krajišči na obodu .

Bralec, ki bo šel štu dirat matematiko , bo izvedel , da diam eter zagotovo
obstaja za množice , ki so omejene (to je take , ki jih lahko vklenemo v kak
krog - za premico ni dovolj velik noben krog) in zaprte (približno si lahko
mislimo, da morajo imeti rob - odprti krog ga nima) .

Da bomo bolj e začutili, kaj je diameter, poiščimo diameter tr ikotnika in
te t rae dra ( č etver ca ) . Najbolj vzt rajni bralci pa lahko po na pornem branj u, ki
za hteva nekaj osnovnega znanja ravninske geometrije, rešijo še nekaj nalog,
ki so jih reševali srednješolci na republiških in zveznih t ekmova njih v (bivši)
J ugoslaviji , N em čij i in Avstriji .

Trditev 1. Diameter trikotnika je dosež en na eni od njegovih stranic.

Dokaz: Trikotnik je zaprt in om ejen , zato diamete r obsta ja. Vzemimo
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trikotnik 6.ABC in diameter DE. Da morata krajišči diametra ležati na
stranicah trikotnika, ugotovimo takole : če bi kako krajišče ležalo v notranjosti
6.ABC, bi lahko narisali premico skozi O in E, ki bi sekala obod 6.ABC v
točkah O' in E'. Daljica O'E' C 6.ABC bi bila daljša od daljice DE, to
pa je v protislovju s predpostavko, da je OEdiameter. Zato obravnajmo le
primer, ko krajišči diametra ležita na stranicah trikotnika.

Najprej pokažimo, da se vsaj eno krajišče (to je vsaj ena od točk O in
E) ujema s kakim od oglišč 6.ABe. Predpostavimo nasprotno. Privzemimo
oznake na sliki. Zaradi simetričnosti lahko obravnavamo le primer E E AC,
O E BC (za druge lege zamenjamo vloge črk , dokaz je isti) . Naj bo e :=

=LAEO. Narišimo daljico AD in si oglejmo trikotnika 6.AEO in 6.EOe.
Le je kot r. topi ali pravi, je največji kot v 6.AE O (za ostala kota

skupaj ostane le 180° - E: ::; 90° :s e , torej za vsakega posebej manj kot
E:). Za trikotnik velja, da nasproti največjemu kotu leži največja stranica .
(Radoveden bralec lahko to prebere v Pucljevem učbeniku Geometrija za 1.
razred gimnazije, III.Bj§6-izrek 26 .) Tedaj bi torej veljalo AD > ED , to pa
je v protislovju s predpostavko, da je OEdiameter.

c c

Slika 1. K dokazu 1. in 2. trditve

A

Le je kot E: ostri, je LOEC = 180 0
- E: top in tako največji v 6.EOC

in je podobno kot prej DC > ED, kar je protislovje.
Dokažirno, da se tudi drugo krajišče pokriva z ogliščem trikotnika: Reci

mo, da to ni res. Zaradi simetričnosti lahko obravnavamo le primer E = A,
O E Be. Označimo 6 := LAOB. Oglejmo si trikotnika 6.ABO in 6.AO C.

Sklepajmo podobno kot prej: Le je kot 6 topi, je AB > AD = ED ,
če pa je ostri, je LAOC = 180° - [, top in AC > AD. Trditev je tako
dokazana.
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Dokažimo še pod ob no t rditev za t etraedre :

Trditev 2. Diameter tetraedra je dosežen na enem od njegovih robov.

Dokaz: Tudi t et raeder (ime nuj ma ga ABC O ) je zaprt in omejen, zato
diamet er obst aja . Naj bo doseže n na daljici E F. Podobno kot pri triko tn iku
ležit a kraj i šči E in F na ploskvah tetraedra . (S icer bi pot egnili prem ico skozi
E in F, ta bi seka la površino t etr aedra v to č k a h E' in F' in veljalo bi E' F' >
> EF.)

Tetraeder ima štiri ogl i šča, zato lahko izmed njih izberemo eno , ki se ne
ujema z nobenim od kraj iš č diametra , recimo oglišče A. Točke A, E in F niso
kolinearne, ker bi sicer velja lo ali AF > EF ali A E > E F, kar j e v nasprotju
s predpost avko, da je E F diameter. Potegni mo poltraka z i z h o d i š č em v A
skozi E in F, naj prebo det a ploskev 6 BC O v točkah E' in F' . Ker točke

A, E in F niso kolinearne, j e E' i- F'.
EF je po predpostavki diamet er tetra ed ra , velja pa EF C 6oE'AF' C

A BCO, zato j e EF tu di diam ete r tr ikotn ika 6o E' A F'. Po trditvi 1 se mora
EF uj emati z eno od stra nic tr ikotn ika 6o E' A F'. Ker Art {E , F} , mora biti
E F = E' F'. Daljica E' F' pa leži v 60 BC O. Tako lah ko ponovno uporab imo
trditev 1, ki nam pove, da je EF = E' F' ena od st ranic tr ikotnika 60BC O.
Trditev je dokaza na .

Na loge :

1. (Jugoslavija, 1972) Predpostavimo , da je v neki konveksni množici di
ameter dosežen na več ( ~ 2) dalj icah. Dokaži, da imata poljubni dve
od t eh daljic vsaj eno skupno toč ko . (Nasvet · Dokazuj sprotislovjem ,
lo či primera: (1) noben od diamet rov ne se ka nosilke drugega, (2 ) en
diam eter seka nosiiko drugega diametra)

2. (N em č ij a , 1982) Dokaži , da lahko vsa k konveksni štirikotnik razreže mo
z Iomljeno črto tako. da st a diametra ta ko dobljenih delov manjš a od
diametra štirikotn ika .

3. (Nemčija, 1962) Dokaži , da je v konveksnem štirikotniku razmerje med
najda ljšo in najkrajša razdaljo med poljubnima ogliščema večje ali enako
../2. (Nasvet : uporab i kosinusni izrek.)

4. (Avst rija, 1975) Na ravnini je poljubno izbranih šes t točk . Dokaž i, da
je razm erj e med najdal jš o in naj krajša razdaljo med točkama večje ali
enako vi. ( Nasvet · upora bi kosin usni izrek.)
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