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BRSTENIJE

V sestavku bomo povedali nekaj o zanimivi igri imenovani "Sprouts”, po
slovensko " Brstenje”. Premisljevali bomo tudi o tem, kako bi igro spremenili
in tako "izumili" novo igro.
lgro sta po pripovedovanju odkrila John Horton Conway, profesor ma-
tematike na Sidney Sussex College, Cambridge in takratni $tudent Michael
Steward Paterson leta 1967. lgro igramo na papirju z n pikami tako, da
vletemo poteze. Potezo potegnemo tako, da nariSemo krivuljo od ene pike
do druge ali pa nazaj do iste pike in nato nekje na tej krivulji naredimo novo
piko. Pri tem moramo upo¥tevati naslednji pravili:
i) Povezava ima lahko kakr¥nokoli obliko, ne sme pa sekati same sebe, prej
potegnjenih povezav in ne sme iti skozi nobeno prej narisanih pik.
ii) V nobeni piki se ne smejo zaZeti in kon&ati ve€ kot tri povezave. Rekli
bomo, da ima vsaka pika tri Zivljenja.
Igralca igrata tako, da izmenoma vle¥eta poteze. Zmagovalec je tisti,
ki lahko zadnji povleZe potezo. Na naslednji sliki je prikazana tipi€na igra s

tremi zaZetnimi pikami.
L]
Igra se vedno konta, kar lahko dokaZemo takole: Na za&etku imamo n
pik. Dogovorili smo se Ze, da bomo moZne zaZetke potez imenovali Zivljenja.
Na zaZetku je torej 3n Zivljenj. Pri vsaki potezi uni¢imo dve Zivljenji in
dodamo eno novo (novi piki na povezavi ostane eno Zivljenje). Na vsakem
koraku se torej tevilo Zivljenj zmanj%a za 1. Po 3n— 1 potezah imamo samo

$e eno Zivljenje in nove poteze ne moremo ve& potegniti. Ni teZko pokazati,
da potrebujemo vsaj 2n potez, da bi igro konZali. Bralec, ki se bo pregrizel
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do konca sestavka, bo to gotovo znal sam dokazati.

lgre ne bomo podrobno analizirali. Napigimo le nekaj besed:

Pri igri z eno za&etno piko ni teZav. Prvi igralec ima na razpolago le eno
potezo. Piko poveZe samo s seboj. Drugi igralec seveda zmaga. PoveZe novo
piko z zaZetno. To lahko naredi na dva na&na: znotraj zanke ali zunaj nje.
Ce malo premislime, vidimo, da sta ti dve potezi na neki na&in enakovredni.

Priigri z dvema pikama lahko drugi igralec igra tako, da zmaga. Potez je
tu e tako malo, da lahko vse moZne igre narifemo in to preverimo. Dokazali
so Ze tudi, da igre s tremi, Stirimi in petimi zagetnimi pikami lahko dobi prvi
igralec, €e seveda pravilno igra. Dokaz, da v igri s estimi zagetnimi pikami
lahko vedno zmaga drugi igralec, je dolg kar 49 strani. Za razumevanje dokaza
je potrebno Ze zelo veliko znanja. Sploh so se matematiki dosti ukvarjali s to
igro, saj je zanimiva tudi zato, ker povezuje topologijo in kombinatoriko.

Kako pa bi igro lahko spremenili? Lahko jo recimo igramo na sferi.
lgra ostane enaka, saj sfero, ki smo ji odvzeli katerokoli totko, lahko tako
preslikamo na ravnino, da vsaki to€ki na sferi brez ene totke pripada toZka
na ravnini in obratno. Pri tem pa se nobena krivulja ne pretrga ali dodatno
zavozla.

Igra na torusu (recimo avtomo-
bilski zraZnici) je Ze malo druga&na.

Lahko pa igramo tudi na vazi z ved
ro€aji. MoZnosti je veliko. Vsaka pa
zahteva svojo "analizo” igre. Slika 2

Kaj pa, €e ima pika namesto treh Zivljen) Stiri Zivljenja? Na zgornjem
primeru vidimo, da potem igro lahko igramo tako, da se nikoli ne kon&a.

Kaj pa, €e za€nemo s kriZci namesto s pikami? Tako ima vsaka pika $tiri
Zivljenja, vendar nam kriZci doloZajo smer, v katero smemo zaZeti vle€i nasled-
nje poteze. Nekatera Zivljenja postanejo "ograjena” s prejinjimi potezami.
Ali se igra kon€a ali ne? Enak razmislek kot prej ne bo dober, kajti z vsako
potezo uni&imo dve Zivljenji in dodamo novi dve. Stevilo Zivljen] je torej vse-
skozi enako. Dokaz, da se igra kon&a, je dalj%i: Stevilo krifcev ozna&imo s
T, del krivulje med dvema kriZcema imenujmo povezava, 3tevilo povezav pa
oznaéimo s P. Obmo&je naj bo del ravnine, ki je ograjen s povezavami in ne
vsebuje nobenega kriZca. Stevilo obmotij oznaimo z O.

Na zafetku imamo tore] n kriZcev, nobene povezave in, & je n >
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> 1, nobenega obmo&ja. Pri n = 1 si lahko mislimo, da je ravnina brez
krizca obmoZje (neomejeno). Z vsako potezo dobimo novo toZko (tisto na
potegnjeni krivulji) in dve novi povezavi.

Da bomo te pojme laZje razumeli, si oglejmo igro z enim zafetnim
krizcem. lgra se kon&a v 3 korakih. Nari§imo nekaj moZnosti:
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Slika 3

Drugih razlinih na&inov igranja ni, €e upostevamo vse simetrije. Kaj
se je torej dogajalo v teh primerih? V zaZetku imamo eno obmogje (tisto
neomejeno) in en kriec. V vseh primerih imamo po prvi potezi dva krica,
dve povezavi in dve obmo&ji (eno omejeno in eno neomejeno). Po drugem
koraku imamo tri kriZce, tri obmo&ja in &tiri povezave. Po Zetrtem koraku pa
so &tirje krizci, Zest povezav in $tiri obmo&ja. Eno obmo&je je seveda vedno
neomejeno.

Vsako obmogje ima nekaj "rok", na katerih lahko za&nemo ali konZamo
potezo. Ce je teh prostih rok r, bomo rekli, da ima obmogje r Zivijenj.

Oglejmo si e enkrat primer (*). V zaZetku je eno obmoéje (neomejeno)
s 4 Zivljenji. Po prvi potezi imamo dve obmogji. Eno ima eno Zivljenje, drugo
pa tri. Po drugi potezi imamo tri obmogja: dve z enim Zivljenjem in eno z
dvema. Ko se igra kon&a, ima vsako obmo&je le eno Zivljenje. V nekaterih
drugih primerih igranja igre z enim zaZetnim krizcem, je Stevilo Zivljenj v
obmotjih drugagno kot prej (recimo v **).

e zafnemo z ve& kriZci, se tevilo obmo&ij ne spreminja tako " pravilno”,
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vsa] na zafetku ne. Lahko se zgodi, da e po nekaj potezah ni nobenega
obmotja.
Oglejmo si, kako lahko za&nemo igro s Stirimi za&etnimi kriZci:

RIS SR W
+ + + + +
Slika 4

Igra se kon&a, ko ima vsako obmoéje le po eno Zivljenje. Pa se igra sploh
konZa? Ali mogote lahko igramo tako, da ne bo konca?

To, da se igra vedno kon€a, bomo dokazali z matematiZno indukcijo.
Videli smo Ze, da se igra z enim zaZetnim kriZcem kon&a. Predpostavimo
torej, da se kontajo vse igre z manj kot n kriZci. S pomogjo te predpostavke
bomo dokazali, da se kon€a tudi igra z n zaZetnimi kriZci.

DokaZimo najprej, da bo prej ali slej vseh n zaZetnih kriZcev med seboj
povezanih. Sploh bodo potem povezani vsi kriZci, saj nove vedno nari¥femo
na povezavah.

Recimo, da temu ni tako. Potem lahko igramo tako, da do enega kriZca
nikoli ne potegnemo poteze oziroma povezave. To pa je tako, kot da bi
igrali igro z enim zaZetnim kriZcem manj. Taka igra se po predpostavki
konta. Ko se ta igra, z enim kriZcem manj, kon&a, lahko potegnemo Ze
potezo od osamljenega krizca do Zivljenja v obmoé&ju, kjer ta krizec je. Od
te poteze naprej, pa so vsi kriZci povezani. Tako smo priéli do protislovja s
predpostavko, da lahko tako igramo, da ne bodo nikoli vsi kriZci povezani.
Ravnina je razpadla na sama obmo&ja. Teh obmotij je seveda kon&no. Ce
nam uspe dokazati, da lahko v vsakem obmog&ju potegnemo le Ze kon&no
potez, bomo dokazali, da se igra konéa v konéno mnogo korakih.

Koliko potez lahko potegnemo v obmogju s s Zivljenji? Razmislimo
takole: V obmo&ju z enim Zivljenjem ne moremo potegniti nobene poteze.
V obmo&ju z dvema Zivljenjema, lahko naredimo eno potezo. Dobimo dve
obmo&ji, vsako z enim Zivljenjem. Zato je konec igre v tem obmogju. Ceima
obmogje tri Zivljenja, poveZemo dve med seboj. Dobimo dve obmo¥ji, eno z
enim Zivljenjem in eno z dvema. V drugem obmo&ju je, kot Ze vemo, moZna
ena poteza. Skupaj smo potegnili torej dve potezi.

Z indukcijo pokaZimo, da lahko v obmo&ju s s Zivljenji potegnemo
natanko s — 1 potez. Za s = 1 smo to %e videli. S prvo potezo iz ob-
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mo&ja s s Zivljenji dobimo dve obmogji, eno s / Zivljenji in eno z s — | Zivljen;ji,
kjer je 1 < I < s — 1. Po indukcijski predpostavki vemo, da je moZnih [ — 1
potez v prvem obmo&ju in s—/—1 potez v drugem obmo&ju. Skupno 3tevilo
potez je torej (/ — 1)+ (s—/—1)+1=s— 1. To pa smo Zeleli dokazati.

lgra se torej konéa. Najprej po kon&no potezah vse krizce poveZemo.
S tem dobimo kon&no obmotij (kve&emu eno veZ kot 3tevilo potez, ki smo
jih naredili). Nato pa moramo igrati v teh obmogjih. Lahko seveda igramo
malo v enem in nato v kakinem drugem, vendar je Stevilo potez do konca
igre enako, kot &e bi igrali lepo po vrsti; najprej v enem obmogju do konca,
nato v drugem itd. Ker ima vsako obmogje kon&no Zivljenj, se igra konZa.

Ko se igra po k potezah konZa, ugotovimo: Stevilo povezav je 2k, tevilo
krizcev je n+ k. Stevilo obmotij lahko izratunamo z Eulerjevo formulo za
ravninske grafe (glej €lanek na strani 98 v 2. 3tevilki Preseka)

0=2+P-T,

ki nam pove, da je O =2+ 2k —(n+ k) = 2+ k — n. Skupno smo imeli na
razpolago 4n + 4k Zivljenj. Od teh je neuporabljenih natanko toliko, kot je
na koncu obmo#ij, torej 2+ k — n. Porabljenih Zivljenj pa je dvakrat toliko,
kot je povezav, se pravi 4k. Ker mora biti

An+4k = (4k) +(2+ k —n)
Je
k=5n-2.
Od zaketka igre do konca je torej natanko 5n — 2 potez.
Igra, ki se kon&a vedno po istem Stevilu potez, in je v njej zmagovalec
tisti, ki zadnji povleZe potezo, pa ni zanimiva. Pri lihem 3tevilu zaZetnih
kriZcev zmaga vedno igralec, ki je igro zalel, pri sodem Stevilu krizcev pa

tisti, ki vle€e poteze kot drugi.
Mirko Dobovisek





