
i
i

“1068-Zalar-0” — 2010/7/5 — 9:32 — page 1 — #1 i
i

i
i

i
i

List za mlade matematike, fizike, astronome in računalnikarje
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MAGiČNI KVADRATI DIMENZIJE 411 + 2

Zvest i bralci Preseka se mogoče spomnijo, da sem pred nekaj leti že dvakrat
pisal, kako sestavljamo magične kvadrate . V prvem č l a n k u sem pokazal , kako
sestavimo rnagi čne kvadrate , ki imajo dimenzij e 4, 8, 12, 16, .. ., v drugem
pa, kako sestavimo magične kvadrate lihe dimenz ije. Ostali so še magi čni

kvadrat i 6, lO, 14, ... Ta št evila lahko napišemo v obliki 4n + 2, kjer je
n = 1, 2, ... poljubno naravno št evilo.

Magi čni kvadrat je kvadratna tab ela dimenzije n, v kat ero vpišemo štev ila
od 1 do n2 (v vsako polje tabele eno št evilko in nobene št evilke ne smemo
zapisati dvakrat) ta ko, da bo vsota v vseh vrstic ah , vseh st olpcih in obeh
glavnih diagon alah enaka . Primera za n = 3 in n = 4 sta naslednja:

2 7 6

9 5 1

4 3 8

1 15 14 4

12 6 7 9

8 10 11 5

13 3 2 16

K
V prvem primeru je vsota v vsa

ki vrstici 15, v drug em pa 34 . Vze
mimo zdaj poljuben kvad rat dimen-
zije 4n + 2 in ga razdelimo na št iri
enake kvadrat e dimen zije 2n + 1 z
dvema simet ralama, kot kaže slika.

Polja v kvadra tu bomo ozna čevali podobno kot šahisti , le da bomo
uporabljal i dve št evilki namesto ene črke in ene št evilke. Polja v zgornjem
levem kotu bomo tor ej oz n ači l i s parom števil (1,1) , polja v zgornjem desnem
kotu s parom števil ( l ,4n + 2), polje v spodnjem levem kotu s številoma
(4n + 2, 1) in polj e v spodnjem desnem kotu pa s št eviloma (4n+ 2, 4n+ 2).

Ozn a či mo z A(i ,j ) tisto število , ki ga zapišem o v polje oz n ačeno s parom
števil (i ,j) . Za za četek bomo števila razporedili kar po vrsti . l. e bi bil na
primer kvadrat dimenzije 6. bi št evila razporedili takole:



1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36
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ln zdaj prva naloga za bralce .
Prepričajte se, da pri taki zaporedni
razporeditvi velja formula A(i ,j) =
=(4n+2)(i-l)+j.

Za konstrukcijo magičnega

kvadrata potrebujemo tri operacije,
ki jih bomo zdaj opisali . Na tretji
sliki je s črko K označena zgornja
leva četrtinka našega kvadrata . O
peracije bomo definirali na poljih
kvadrata K. Operacija S zame
nja števili, ki ležita v danem polju
in polju , ki leži v isti vrstici in je
simetrično z danim poljem glede na
vertikaIno simetra lo kvadrata .

Zgled: I

1 2 3 4

® 6 7 8

® 10 11 12

13 14 15 16

1'12,1)- --.- _.

1 2 3 4

® 6 7 8

® 10 11 12

13 14 15 16

Operacija v zamenja števili , ki ležita v dan em polju ln polju , ki leži v
istem stolpcu in je simetrično z danim poljem glede na horizontalno simetralo
kvadrata . Zgled: I I

CD 2 3 Q
5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

YI1,,)
'- --.-.

Q 2 3 CD
5 6 i 7 8

I

9 10 i 11 12
I

13 14 1 15 16
I
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Operacija C zamenja števili, ki lež ita v danem polju in polju . ki leži

simetrično z da nim poljem glede na središče kvadrata . Za m enja tudi obe

števili, ki ležita v polji h. ki sta z danim poljem simetrični glede na obe simetra li

kvadrata. Zg led :

1 CD ci) 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 ® @) 16

th ::: )
- --- - -

1 @) ® 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 0 CD 16

Zdaj pa si izberi mo v kvadratu K tri skupine po lj. V prvi skupini naj

bo do polja:

(1 .1) . (l. 2) (1 . n) v prvi vrsti

(2 ,2). (2 . 3) (2 . n + 1) v drugi vrst i

(2n+ l. 2n+ 1) . (2n+ l . 2n + 2) .. . . . (2n+ l . 3n + 1) v (2n+ l)-vi vrsti .

V vsaki vrsti kvadrata K je točno n po lj. Toda polje (2n + l . 2n + 2)

sp loh ne leži v kva dratu K, u p r a v i č e n o porečete . Zato se dogovorimo , da

števila , ki presegajo 2n + 1, zmanjšamo za 2n + 1 in to označimo z znako m

nad števi lom . To rej je 2n + 2 = l . 2n + 3 = 2 . 4n + 2 = 2n + 1, 4n + 3 = 1

in tako naprej.

V d rugi skupini naj bo do naslednja polja: (1. n + 1) , (2, n + 2) . . .. ,

(2n + 1 , 3n + 1). V vsaki vrstici in vsakem stolpcu kvad rata K je točno eno

polje d ruge sku pine. V tretjo skupino pa vze mimo naslednja polja: (l. n+2) .

(2 , n + 3) .. . .. (2n + l. 3n + 2). Spet je v vsaki vrstici in vsakem stolpcu

kva dra ta K točno eno polje te skupi ne .

Zdaj pa že la hko o pišemo sestav lja nje magičnega kvadra ta . Na vse h

po ljih 1. sk up ine up o rabim operac ijo C, na vse h poljih 2 . skupine uporabi m

operacijo S . na po ljih 3 . sk upine uporabim o peracijo V. ostala polj a pa pustim

nespremenjena . Kar dobim na koncu je magični kva drat.
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Nar edimo še zg led za n = 1 ozi roma za kva dr at 6x6. V prvo skupino
bo mo dal i polja : ( 1, 1), (2, 2) , (3, 3) . V drugo skup ino bomo dali polja:
(1,2) , (2 , 3 ), (3 ,4) = (3 , 1). V tretjo skupino pa bomo dali polja : (1 , 3) ,

(2 , 4) = ( 2, 1) , (3 ,5) = (3,2). Potek konstr ukcije j e zdaj naslednj i:

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24

25 26 27 28 29 30

31 32 j3 3.'. 35 30

36 32 3 4 5 31

7 29 27 10 26 12

19 14 22 21 17 18

13 20 16 15 23 24

25 11 9 28 8 30

6 2 33 34 35 36

36 2 3 4 5 31

7 29 9 16 26 12

13 14 22 21 17 18

1Cl 20 1tj 15 23 24

25 11 27 28 8 30

6 32 33 34 35 1

36 32 4 3 5 31

12 2r-J 27 1C 2C 7

19 17 22 21 14 15

13 20 16 15 23 24

25 11 9 28 8 30

6 2 33 34 35 1

Na kon cu smo dobili magičn i kvad ra t , v kar se hit ro lahko prepr i čate , č e

seštejete števila po vrsti cah , stolpcih in diagonalah . Vsota v t em kvadratu je

lI l.
5e domača naloga za r a čunaln ika rj e . Pobrskajte po starih Presekih in

p oiščite še oba sta ra č l a n ka o magi čn ih kvad ratih in sest avit e program , ki bo

sprejel po datek n in izrisal magi čn i kvad rat velikos t i nx n.
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Za matematike pa še dokaz , da je naš postopek res pravilen . Osnova
ših išli b f I 1 2 k k(k+l )nasi razrrusjjanj o znana ormu a za vsoto + + ... + = 2 .

V našem primeru je torej vsota vseh števil v kvadratu enaka 1 + 2 + ...+
+(4n + 2)2 = (2n + 1)(4n + 2)((4n + 2)2 + 1). Ker imamo 4n + 2 vrstic ,
mora biti vsota v posamezni vrstici enaka 5= (2n + 1)((4n + 2)2 + 1).

l . korak . Nobeno od polj iz druge in tretje skupine ne leži na glavni
diagonali velikega kvadrata .

Dokaz . Polja (i ,j ) na tej diagonali so karakterizirana z lastnostjo i = j ,
oziroma obe komponenti morata biti enaki . Polja 2. skupine imajo koordinate
(i , n + 2) za nek i iz množice 1,2 , " ', 2n + 1. Le bi katero izmed teh polj '
ležalo na diagonali , bi po definiciji operacije - dob ili i + (2n + 1) = n + i
oziroma n + 1 = 0, kar je seveda nesmisel. Povsem podobno vidimo , da tudi
števila tretje skupine ne morejo biti na diagonali.

2. korak . Diagonali imata pravo vsoto .
Dokaz. Vsako polje na eni izmed diagonal je oglišče kvadrata, ki ima vsa

ogli šča na diagonalah (glej sliko) in natanko eno od teh polj leži v kvadratu
K . Zdaj imamo samo dve možnosti : ali to polje spada v prvo skupino
ali pa sploh v nobeno izmed treh
skupin . V prvem primeru operacija
zamenja ta števila med seboj tako ,
da še vedno vsa ostanejo na isti di
agonali kot prej. V drugem primeru
seveda ostanejo na mestu . Torej
nobeno število ne zamenja diago 
nale, zato sta v dobljenem kvadratu
vsoti v obeh diagonalah isti , kot sta
bili v za četni postavitvi . Da pa sta ti
vsoti pravilni, se za vajo prepri čajte

sarm.

3. korak. Vrstice imajo pravo vsoto.
Označimo z V(k) vsoto vseh števil v k-ti vrstici . Na začetku je bila ta

vsota enaka

V(k) + A(k, 1) + A(k , 2) + ... + A(k, 4n + 2) =
= (4n+2)(k -1)+ 1+(4n+2)(k -1)+2+ ... +(4n+2)(k -1)+4n+2 =

=(4n+2)2(k-1)+1+2+ ... +(4n+2) = (4n+2)2(k-1)+(2n+1)(4n+3)






