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KAKO DOBIMO VSE TO(:KE NA ENOTSKI KROŽNICI
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V Presekovi knjižnici je ravnokar v slovenskem prevodu izšla težko pričakova na
knjiga Matka! znamenitega matematika Sergea Langa. Eno njenih poglavij
govori o pitagorejskih trojicah , to je o trojica h celih števil (a, b , c), ki zadošča

jo enačbi a 2 + b2 = c2 . Avtor pokaže , kako dobimo prav vse pitagorejske

trojice s tem, da poiščemo vse urejene pare racionalnih števil (x , v). ki
zadoščajo enačbi x 2 + y2 = 1. To so, gledano geometrijsko, vse racionalne

točke (ki imajo obe koordinati racionalni) na enotski krožnici.
V ravnin i naj bo izbran pravo-

kotni kocrdinatni sistem. Naj bo k '
enotska krožnica v tej kocrdinatni

ravnini, toje krožnica spoimerom 1

in s središčem v izhodišču O koordi

natnega sistema (slika 1) . Torejje k P(_~,(')
množica vseh tistih točk T(x ,y) v ":'-~>- ----:~~_ _ ..I.L_ -+:-

ravnini, katerih koordinati zadošča-

ta enačbi x 2 + y 2 = 1. (U poštevati

je treba, da je razdalja poljubne toč-

ke T( x , y ) od izhodišča O enaka

Jx2 + y 2.) Slika 1.

V knjigi Matka! izvemo, kako lahko dobimo točke na krožnici k na

naslednji način. Naj bo t poljubno realno število in naj bosta koordinati x in
y točke T(x, v) tile funkciji t-ja:

1 - t 2

x=-- -
1 + t 2

2t
Y = 1 + t2

(*)

Tedaj točke T(x. yJ leži na enotski krožnici k. Iz (*) namreč izhaja:

2 2 1 - 2 t2 + t 4 4 t2
x+y = +---.".----,-

1 + 2 t2 + t 4 1 + 2 t2 + t 4

1 + 2t2 + t4
--~-__,_=1

1 +2t2 +t4

Velja pa tudi tale , obratna trditev, ki jo zapišimo kot izrek :

IZREK. Za poljubno točko T( x , y) na enotski krožnici k, različno od
točke P(-l, O), obstaja takšno realno štev ilo t , da velja:

1 - t 2
x = - - -

1 + t 2
2t

Y = 1 + t2
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Preden bomo to dokazali, ne bo odveč nekaj pojasnil. Izrek pove, da se
koordinati vsake točke na krožnici k, razen P( -1 , O), izražata s formulama
(*). Le upoštevamo še prejšnjo ugotovitev, to pomeni: Ko t preteče vsa

realna števila , tedaj točke T(x, r). kjer je x = i+~~ , y = 1 2~2' preteče vso
enotsko krožnico k, z izjemo točke P(-l,D). Lahko tudi rečem~: Z (*) je dana
preslikava (predpis), ki vsakemu realnemu številu tE JR priredi ustrezno točko

T( x , y ) E k in ki množico realnih števil JR preslika na enotsko krolnico k brez
točke P( -1 , O) . Neodvisno spremenljivko t navadno imenujemo parameter;
pravimo, da je krožnica k z zvezama (*) podana parametrično.

Z (*) smo torej dobili vse točke na enotski krožnici, razen točke P( -1, O).

Le pa za tvstavimo poljubno racionalno število, sta očitno tudi x = i+~~ in

y = 1 ;~2 racionalni štev ili. Izkaže se : Ko t preteče vsa racionaina števila,
tedaj ustrezna točka T( x , y ) preteče vse racionalne točke na enotski kroln ici,
razen točke P( -1 , O). (Glej konec dokaza našega izreka .) Tako torej dobimo
vse urejene pare racionalnih števil (x, y) , ki zadoščajo enačbi x2 + y2 = 1.
Iz teh pa dobimo, kot že rečeno, vse pitagorejske trojice.

Ze večkrat omenjena izjemna točka P( -1 , O) ima koordinati x = -1 ,
y = O, ki se ne izražata s formulama (*) . Le naj bo namreč y = 1;tt2 = O,

mora biti t = O in potem je x = i+~~ = 1, torej x ni enak -1.

Dokažimo naš izrek najprej po algebraični poti, kakor je to narejeno v
knjigi Matka ! ( le da se tam avtor povsod omeji na racionaina števila) . Naj bo
T( x , y ) poljubna točka na enotsk i krožnici k, različna od P( -1 , O) . Lelimo
najt i tako realno število t , da bosta izpo lnjeni enačbi (*) . Uganemo: Treba
je vzeti t = xtr. Tedaj je (x + l)t = y in potem (x + 1)2 t2 = y 2. Ker je

T( x,y) E k, je x2 + y2 = 1 in tako je y 2 = 1- x2 . Torej je

(x + 1ft2 = 1- x 2 = (1 + x )(l - x )

Ker je x i- - 1 in tako x + 1 i- O, lahko to enačbo delimo z x + 1 in dobimo:

(x+1)t2=1-x

x(l + t2 ) = 1 - t2

1- t 2

x = 1+ t 2

X + 1 - 1-t2+1+t2 - 2
- 1+t2 - 1+t2

Y = (x + 1)t = 2t
1+t2

Torej za poljubno točko T (x , y ) E k, raz lično od P(-l ,O), res obstaja

tak t E JR (n ašli smo ga: t = xtr), da velja : x = i+ ~~ , y = 1;~2 ' (L e



k

Slik a 2.
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ima točka T( x ,y ) racionalni koordinati, je seveda tudi t racionalno število.)
Ta algebraični doka z našega izreka je kar enostaven in kratek , seveda

pot em , ko enkrat uganemo, da mo ramo vzeti t = x~l ' Pravzaprav pa lahko
do tega pridemo brez ug ibanja - le domisli ti se moramo : če naj velja ta enačb i

(*) tedaj mo ra biti x -l- I = 1- t
2

+1 +t
2 = 2 in potem ~ = 2 t ·(1+t

2
) =

, 1+ t2 1+t2 x + 1 (1+t2)-2
= t . (Ve nda r tudi to ni kar na dlan i - marsikdo se s plo h ne bi dom islil, da se

sp la ča pogledati , upoštevaje (*), kol iko je tedaj x + 1.)

Razm is1janje ob algebra ičnem doka zu iz knj ige Matka! meje spodbud ilo,

da sem si za mislil nasled nji, geometrijski dokaz našega izreka. Ta bo sicer

da ljši od a lge b ra ičn ega dokaza , zato pa bodo imeli vsi posa mezni kora ki

nazor en , geo metrijsk i pomen in j ih bo mo la hko spr emljal i na slik i. Parameter

t bomo vpelj a li tako , da m u bomo da li nata nko določen geometrijski pome n;

izka za lo pa se bo , da je ta t isti kot zgor aj , to rej t = X~l '

V kocrdinatni ravn in i imamo enots ko krož nico k , na njej pa " izj e m no"

toč ko P(-1 , O) (slika 2). Naj bo T( x ,y ) poljubna točka na krožnici k,
raz l i č na od P(- l. O). Skozi točko T položimo pravokotnico na abscisno os;

ta se ka absc isno os v točk i T ', ki ima isto absciso kot T, ord inato pa O: T' =
= T' (x . O) . Po t ej1; nimo še prem ico s kozi točk i P in T; natanko Je
d o loče na , saj j e P 1= T . Ta prem-

ica sek a ord ina t no os v neki točk i U;
nj e na a bsc isa je O, nj en o ordinato pa

ime nujmo t , t orej U = U(O. t ). S

točk o T j e točka U in njena or di

na ta t na tanko do ločena; izkazalo

se bo, da je t = X~ l' Obratno
pa j e z U ozi rom a t tudi točka T
natanko določena, saj je T pr eseči

šče krožnice k s prem ico skozi P in

U. Torej sta koord ina t i x in y točke

T na t anko d oločen i s t , se pra vi, x
in y sta f unk cij i t -ja ; izkazalo se bo ,
da J'e x = 1- t

2
in y = 2t

1+t2 1+t2 '

Sko zi izhod išče O polož imo prav o kot nico na da ljico PT ; t a se ka PT
v neki točki S . Ke r je triko tn ik PTO en a kokrak : I PO I = I TO I = 1
in j e daljica SO nje gova višina , je točka S sred išče osn ovn ice PT . Torej j e

I PT 1=2I PS I·
Tr ikotniki POS. PUO in PTT' so očit n o pra vokotni in imajo še skupen
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ostri kot 'lj; pri oglišču P, zato so si podobni . Dolžine nekaterih njihovih

stranic lahko že takoj ugotovimo: 1PO 1= 1.1ua 1= t .1 PT' 1=1 PO 1+
+ lOT' I = 1 + x , I TT' I = y.

Pa rameter t bomo izrazili s koordinatama x . y točke T.
T 'k 'k PUO ' PTT' d b . IUOI _ ITT'j

rl otrn a ln sta po o na , zato Je IPOI - IPT'I'

S d . IUOI - t - . ITT'I - Y T .. - Y
ev e aJe IPOI - 1 - tin IPT'I - x+l ' orej je t - x + l '

Koordinati x. y točke T pa bomo iz razil i s parametrom t.

Za tri kotnik PUO pove Pitagorov izrek: I PU 1
2 = I PO 12 + 1 ua 12

= 1 + t 2 . Torej je I PU 1= v'1+t2.
Trik 'k pas ' PUO d b . IPSI - IPol - 1 T 'rl otrn a ln sta po o na , zato je IPOI - IPUI - 7i+f2 ' orej

j e I PS 1= I PO 1 '~2 = ~2' Potem je I PT I = 21 PS 1= -b2 •y 1+ t < y1 + t< y l+ t<

T 'k 'k PTT" PUO d b . IPT'I - IPOI - 1nkotru a ln sta po o na, zato Je IPTI - IPUI - 7i+f2'
T or ej j e I PT' 1= I PT I .~2 = -b2 • ~2 =~2 . Ke r j e

y l+t< y 1 + t < y 1+t< + t

I r T ' I = 1 + x j e x = I PT' I - 1 = 2 - 1 = 1-t
2

Nadalje J'e, 1+t2 1+t2'

ITT'I _ IUOI _ T . . - I T T ' I - I PT' I - 2 - 2 t!PT'I - IPOI - t . ore] Je y - - · t - 1+t2 . t - 1+t2 '

Ta ko s mo do kazal i na š izrek: Za polj u b no točko T( x . y ) E k , razl i č no

d P() šli k JR d' - 1-t2 - 2t P .o -1 .0 , smo na su t a t E , a Je x - f=Lt2 .y - 1+ t 2 ' fi tem
je tordinata presečišča premice skozi P in T z ordinatno osjo , hkra ti pa j e

t = X~ l ' (V primer u , ko je T = P, seveda takega t -ja ne moremo do biti ,

saj g re skozi eno in isto točko T = P nešteto prem ic .) Obratno pa j e točka

T( x. y ) presečišče krožnice k s premico skozi P(- 1. O) in U(O, t) .
Slik a 2 je narejena za pr imer, ko j e x > O in y > O. Bralec lahko

sa m na riše sl ike za d ruge možnosti lege točke T (x . v). ki so seveda ne ko liko

drugačne ; ogleda naj si s liko 3. Na š dokaz pa v bistv u velj a za vse prim ere ,

le da bi ga bilo t reba t u in ta m še izostri t i. (Tako namesto: I UO I = t ,

1TT' 1= y up ošteva mo : 1UO 1= 1t 1,1 TT' 1= 1y 1, kar velj a ve d no,

tudi kada r j e y < O in s t e m t < O.)
Geom et rij ski pomen parametra t nam po maga na zorno vid eti , ka ko us

tr ez na točk a T (x . y) ( v smi slu formul (*)) pot uje po krožn ic i k , ko t teče po

rea lnih številih . Dogovorimo se , da poljuben t ka r e nači rno s točko U(O . t )

na ordinat ni os i; s t e m pa mn ožico rea ln ih števil JR enačimo z ordinatno osjo .

Zdaj lahko rečemo za poljuben t E JR: ust rez na točka T ( v smislu form ul
(*)) je pres ečišče premice skozi P in t s krožnico k (s lika 3 ) .

Ob sliki ni t ežko ugotoviti , da velja nas lednje . Ko je t = O, j e ustrez na

točka T enaka T (l , O), Ko j e t = 1, je T = T( O. 1) ; ko pa je t = -1 , je

T = T(O, - 1). (V te h dveh primerih T sovpada s t ,) Ko t narašča od O do
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Slika 3 .

,
\

\
T<O,- 1)

o

IR

/
/

I
:

,,
!

1, tedaj ustrezna točka T potuje

po prvem kvadra ntu krolnice k od

TU , O) do T(O, 1). (Prvi kvadrant

krolnice k je pač njen presek s .~
prvim kvadrantom koordinatne ,

ra vnine. ] Ko t narašča od 1 čez -: / t
vsak o mejo , tedaj T potuje po dru- v~/ /
gem kvadrantu krolnice k od p (:;:1;oli /

T (0 , 1) prot i P(-1 , O) . Ko pa t/~-P----,''----=<>--------'----~

pada od °do -1, tedaj T potuje /
po četrtem kvadrantu krolnice k
od T(l , O) do T(O, -1). Ko t

pada od -1 pod vsako mejo, tedaj
T potuje po tretjem kvadrantu

kroln ice k od T(O, -1) proti

P(-l , O). (Seveda bi do teh spo
znanj lahko prav tako prišli na podlagi formul (*) .)

Iz vsega tega lahko povzamemo: Ko t preteče v pozitivnem smislu
vso množico realnih števil IR, oziroma ordinatno os, tedaj ustrezna točka

T pr eteče vso enotsko krožnico k , z izjemo točke P(-1 , O), v pozitivnem

smislu (ki je nasproten smislu urnega kazalca) . Pri tem gre T skozi vsako

posam ezno točko na k samo enkrat , saj je tudi t s točko T natanko določen

in za to dobimo vsako posamezno točko na k samo pri enem r-ju , Torej lahko

rečemo:

Preslikava , ki vsakemu t E IR priredi ustrezno točko T Ek (v smislu

formul (*)) , preslika množico realnih števil IR bijektivno (povratno enolično)

na e no ts ko krolnico k brez točke P( - 1, O).

o tej preslikavi smo spregovorili že takoj za našim izrekom . Zdaj pa s mo

še dodali ugotovitev o njeni bijekt ivnosti .
Za bralce, ki dobro poznajo kotne funkcije. ne bo pretežka naslednja

NALOGA

Na sliki 2 sta označena kota -r. T PT' = 1/; in -r. T OT ' = r.p . Kakšna je

zveza med njima? Parameter t (ordinato točke U) in koordinati x , y točke

T izra zi s kotnimi funkcijam i kota 1/;. O dt od izpelji form uli : x = i+~~ ,

Y
_ 2t
- 1+ t2'

Jane z Rakovec



Kot $ je  obodni, kot cp pa atediEni kot nad ktim lokorn na krohici k.  (Glej 
sliko 2 na str. 260.) Zato je cp = 2+. 

W t n o  jc tan + = $, se p a v i  t = tan +. Dab, jc x = corcrp, y = sin cp. 
Potem je 

Ker je  l + t a n 2 $  = -$-, js mr2$ = l+t:n2.Y. 
co PP 

Updtevajma k, da je tan  + = it, pa dobimo: 

Jan ex Rakvec 




