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OBRAT EULERJEVEGA IZREKA

Označimo z r in p dolfini polmerov očrtane in včrtan e krožnice danega
tr ikot nika ABe. Le v osemnajstem stoletju je velik matema tik Leonhard

Eu ler (1707 - 1783) doka zal , da razdaljo d med s red iščema obeh krofnic
lahko izraz imo s formulo

(1)

ki se zda j po njem imen uje (takš nih formul j e še nekaj !). O g lej mo s i do kaz
t e for mul e, ki nam bo omogočil ut e me ljiti zan imiv " o bra t" lastnosti (1 ) :

N

Slika 1

Označimo z O in V središči očrtane in včr t a n e krof nice trikot nika ABC
in po ložimo skoz i O in V premer M N očrtane krofnice . Spustimo pravokot
nico V Dn a st ranico BC. kot no s im et ra lo C\I tr ikot nika ABC pa po da ljša j mo
do sečišča P z očrtano krofn ico . Nato n ačrtajmo še viš ino OE e na ko kra keg a
trikotn ika PBO. Seveda E razpolavlja osnov nico PB. t o rej ve lja

I PB 1= 2 1PE 1 (2)

Ker je središčni kot POB nad tetivo PB dva krat večji kot o bodn i kot PCB
na d isto tetivo, velja še



1
<r:.POE = "2 <r:.POB = <r:. PCB
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(3)

Prirnerjajmo zdaj kota BVP in VBP. Upoštevajmo, da je prvi zunanji kot
tr ikotnika BCV , da sta BV in CV kotni simetrali trikotnika ABC in da sta
AB P in ACPobodna kota nad isto tetivo AP, pa dob imo

<r:. BV P = <r:. V BC + <r:. BCV =

= <r:. V BA + <r:. ACP =

= <r:. V BA + <r:. A B P = <r:. V B P

Od tod sledi enakost

IPB I=IPVI (4)

Točki Min N smo določili tako, da velja I MV I = r + d in I V N I = r - d
ali obratno, zato po izreku o sekantah dobimo

I PV I . I VC I = I MV I . I V N I = r2
- d2 (5)

Iz (3) preberemo, da sta pravokotna tr ikotnika PEO in VDC podobna, zato
velja

p : I V C I = I V D I : I VC I = I P E I : I P O I = I P E I : r (6)

od koder z uporabo (2), (4) in (5) dobimo iskano formulo

2pr = 2 I PEl· I VC I = I PV I . I VC I = r 2
- d2

Dokaz enakosti (1) je s tem koričan, bralec pa bo brez težav iz (1) iz l u šči l še
oceno

r >2p

in ugotovil, da v njej nastopi enačaj natanko takrat, kadar je trikotnik ABC
enakostraničen.

Zdaj je na vrsti obrat lastnosti (1):
Predpostavimo, da razdalja d med središčema krožnic spoimeroma

dolžine r in p zadošča enakosti (1) . Potem velja



266

Od tod sledi r > p + d. torej krožnica spoimerom p lež i znotraj krožnice s
polmerom r. Ponuja se naslednje vprašanje: Ali obstaja kak trikotn ik, ki mu
je v ečja krožnica očrtana. manjša pa včrta na? Ne le, da je odgovor pritrdilen.
velja še več:

Vsak trikotnik, ki je včrtan večji krožnici in se z dvema stranicama dotika
manjše, je njej očrtan.

Utemeljitev te trditve bomo oprli na dokaz formule (1) : Včrtajmo v
večjo krožnico s središčem O trikotnik ABC, ki naj se s stranicama AC in
BC dotika manjše krolnice s središčem V . Točke M . N. P. O in E postavimo
tako kot pri dokazu zveze (1) . Prav tako lahko ugotovimo, da veljajo lastnosti
(2) , (3) . (5) in (6) . Združimo (1) in (5) v

1 PV I . 1 V C I = 2pr

iz (6) vzemimo I PE I . I VC I = pr in iz dobljen ih enakosti preberimo
1PV I = 21 PE I. Uporabimo še (2) in dobimo I PV 1= 1PB I. torej tudi

<r:. BV P = <r:. V B P

Slika 2

Od tod zaradi enakost i <r:. PCB = <r:. A B P sledi






