
i
i

“617-Milosevic-Vsota” — 2010/6/3 — 10:19 — page 1 — #1 i
i

i
i

i
i

List za mlade matematike, fizike, astronome in računalnikarje
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VSOTA KUBOV

V'ma t ema t i ki pogosto naletimo na važno nalogo: sešteti je treba
k-te potence prvih n naravnih števil:

Sk(n) = l k + 2
k + 3k + .• , + nk

n in k sta seveda naravni števili.

Pokazali bomo. into na tri razl i čne nači ne, kako 1ahko poiščemo

S3(n) = 13 + 2 3 + + n 3

če poznamo formuli za vsoto prvih n naravnih števil in za ustrez
no vsoto kvadratov

1 + 2 + 3 + + n = n(n + 1)/2

S2(n) 12 + 2 2 + '0' + n 2 = n(n + 1)(2n + 1)/6

Prvi nači n

S pomočjo lihih naravnih števil 1, 3,5,7,9, oo, sestavimo za

poredje al' a2, a3, 000 an takole
"'-,----".""~,.."..--

al"
a2 3 + 5'

a3 = 7 + 9 ' + 1 1

ali 13, + "15 + 17 + 19

itd •........~---~._-
Ce seštejemo vse člene zaporedja an' dobimo ravno vsoto prvih
n(n + 1)/2 lihih števil

al + a2 + .. o an = 1 + 3 + 5 + ., . +(n 2 + n - 1)

Tu smo na koncu kar zapisali n 2 + n - 1 kot zadnje liho število,
ki še pride v poštev. Res, liha števila sestavljajo aritmetično

zaporedje s prvim členom 1 in razliko 2, zato je liho število z
zaporedno številko n(n + 1)/2 enako

1 + (n(n + 1)/2 - 1).2 n 2 + n - 1

To liho število je zadnji sumand člena an0 Prvi sumand v tem
členu pa je za 2 o (n- - 1) manjši, torej enak

n 2 + n - 1 - 2 (n - 1) = n 2 - n +

115



elen an j e vsota ar i t me t i č n e ga zaporedja z n č l e ni, prvi sumand

je n 2 - n + 1, zadnji n 2 + n - 1. Zat o

+ n 2 + n - 1 ) . n/2 = n 3

To pa pome ni, da je vs ota pr vi h n kubov r avn o enaka vs oti prvih
n (n + 1)/2 l ih i h naravn ih š t e vi l. Opr a vka imamo to re j z aritme
tičnim"zaporedjem, š t e vi l o č l eno v j e n (n + 1) /2 , prvi člen je
ena k 1, zadnji n 2 + n - 1.

S3 ( n ) = «1 + n 2 + n - l). n ( n + 1) / 2

Uredimo in dobimo formulo

Drugi nači n

Vzemimo najprej, da je š t e vi l o n liho in preured i mo č l e n e v vso

ti S3 (n ) :

S!. n ) = (13 + ( n - 1) 3 ) + (2 3 + ( n - 2) 3 ) + •••• + n 3 =

+ •. . n 3 3n 2(1 + 2 + ., . + ( n - 1)/ 2)

+ 3n(1 2 + 22 ~ . o' + « n - 1")/ 2) 2)

V zgornJl vsot i nastopa n 3 najp rej (n - 1)/2-k r at iz vsakega 0

kl e pa j a ; potem pa še n 3 , ki smo ga pisali poseb ej. Zato je ena
ki h sumando v n 3 vsega sku paj ( n - 1) /2 + 1 = ( n + 1) / 2. To upo
štev am o , vs ote v oklep a j ih pa i zraz i mo s S I ozi roma S2 :

S 3 ( n ) = n 3 . (n + 1)/2 - 3n 2 . Sd( n - 1) / 2) + 3n, S2« n - 1)/ 2)

Uporabimo znan a rezulta ta" (l)in ( 2) in ure di mo

S3 (n ) = n 3 ( n + 1)/2 - 3n 2 .}( n - 1)/ 2.« n - 1)/2 + 1) +

+ 3n.}( n - 1)/ 2.« n - 1)/ 2 + 1 ) (2 (n - 1)/2 + 1)

S3 ( n ) = n 2 (n + 1 ) 2/4

Bralcu prepuščamo, da premisli , kaj se spremeni, če je štev il o

n sodo in da sam izpelje isto fo rmulo tudi v te m primeru .
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Tretj i na č i n

Uporabimo enakosti

1"

2" (1+1) "

3"=(2+1) "

1 " + 4.1 3 + 6.1 2 + 4.1 .+ 1

2" + 4.2 3 + 6 .2 2 + 4.2 +

(n + 1) " = n" + 4. n3 + 6 . n2 + 4. n +

Seštejemo vse zgornje e n ačbe, pri tem se vse četrte potence ra

zen (n + 1 )" uničijo in os t a ne

(n +1) " = 4(1 3 + 2 3 +

+ 4(1 + 2 + ' " + n ) + n +

od tod dobim o

4S 3( n) (n + 1)" - 6S 2( n) - 4S 1(n) - (n + 1)

Vstavimo (1) in (2) in spet dobimo .

S3 (n ) = n 2 (n + 1 ) 2/4

1. Dokaži , da je vsota kub ov ka t e r i hko l t m zaporednih naravni h

števil deljiva z vsoto t e h števil .

2. Dokaži , da nobena od š t e vi lk 2, 3 ,7, 8 ni zadnja številka

od S 3( n).

Dragoljub M.Miloševi6

prevedel Peter Petek
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