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VSOTA KUBOV

V matematiki pogosto naletimo na vaZno nalogo: sedteti je treba
k-te potence prvih n naravnih Stevil:

Sp(m) = 1% w2k w3k 0 4k

n in k sta seveda naravni 3tevili.

Pokazali bomo, in to na tri razliéne na&ine, kako lahko poi3éemo
Sg(n) = 13 + 23 + | |, + »n?

¢e poznamo formuli za vsoto prvih n naravnih 3tevil in za ustrez-
no vsoto kvadratov

S3(n) =1 +2 +3+ ... %n=nmnln+1)/2
Sa(n) =12 + 22 4+ .. +n2 =n(n+ 1){2n + 1)/6

Prvi naéin

S pomo&jo 1ihih naravnih 3$tevil 1, 3, 5, 7, 9, ... sestavimo za-
poredje ay, az, @gs ... a, takole

Eé sééfejemb vse &lene zaporedjﬁ ;n, dobiﬁo-favnd vsofé pf#ih
n(n + 1)/2 Tihih Stevil

a1+a2+_,,an=1+3+5+... +{n2+n--1)

Tu smo na koncu kar zapisali n2 + n - 1 kot zadnje 1iho 3tevilo,
ki 3e pride v poitev. Res, liha stevila sestavljajo aritmetiéno
zaporedje s prvim €lenom 1 in razliko 2, zato je liho Stevilo z
zaporedno Stevilko n(n + 1)/2 enako

1+ (n(n +1)/2 - 1).2 =202 +n -1

To liho 3tevilo je zadnji sumand €lena a,. Prvi sumand v tem
¢lenu pa je za 2.(n-- 1) manj3i, torej enak

n2 +n-1-2n-1)=n2-n+1
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tlen a, je vsota aritmeticnega zaporedja z n ¢Eleni, prvi sumand
je n2 - n + 1, zadnji n%2 + n - 1. Zato

a, = (n2 -n+1+ n2 +n - 1).nf2 = n3

To pa pomeni, da je vsota prvih n kubov ravno enaka vsoti prvih
n{n + 1)/2 1ihih naravnih 3tevil. Opravka imamo torej z aritme-
tiénim zaporedjem, Stevilo &lenov je n(n + 1)/2, prvi &len je
enak 1, zadnji »n2 + n - 1.

S3(n) = ((1 + n2 + n = 1)n(n + 1)/2

Uredimo in dobimo formulo

S3(n) = n2(n + 1)2/4

Drugi nacin

Vzemimo najprej, da je Stevilo n liho in preuredimo Clene v vso-
ti 54(n):

s{n) = (12 4+ (n = 1)3) + (22 + (n = 2)%) + .. + 0 =

= (13 + n3 - 302 + 3n - 1) + (2% + n? - 3n2.2 + 3n.22 - 23) +

+ oond3 =03 4 ¥ a0 40?221+ 24 ... 4 (n-1)/2)
* In(12 4 223 ;.04 (= 1)/2)%)

V zgornji vsoti nastopa n? najprej (n - 1)/2-krat iz vsakega o-
klepaja, potem pa 3e n3, ki smo ga pisali posebej. Zato je ena-
kih sumandov »n3 vsega skupaj (n - 1)/2 + 1 = (n + 1)/2. To upo-
Stevamo, vsote v oklepajih pa izrazimo s 5; oziroma 5;:

Sg(n) = n3.(n + 1)/2 - 3n2.5;((n - 1)/2) + 3n.5,((n - 1)/2)

Uporabimo znana rezultata (1) in (2) in uredimo

S3(n) = n3(n + 1)/2 = 3n2.2(n - 1)/2.((n - 1)/2 + 1) +
+ 3n.k(n - 1)/2.((n - 1)/2 + 1)(2(n - 1)/2 + 1)

S3(n) = n%(n + 1)2/4

Bralcu prepuiéamo, da premisli, kaj se spremeni, e je 3tevilo
n sodo in da sam izpelje isto formulo tudi v tem primeru.

116



Tretji nacin

Uporabimo enakosti

SeStejemo vse zgornje enatbe, pri tem se vse tetrte potence ra-
zen (n + 1)" uni€ijo in ostane

(n +1)% = 4(13 + 23 + ., n3) + 6(12 + 22 + _..n2) +
+AL F 2+ .. Fm)

od tod dobimo

455(n) = (n + 1)% - 65,(n) = 451(n) = (n + 1)
Vstavimo (1) in (2) in spet dobimo

§3(n) = n2(n + 1)2/4

1. Dokazi, da je vsota kubov katerihkoli m zaporednih naravnih
Stevil deljiva z vsoto teh 3Stevil.

2. Dokazi, da nobena od Stevilk 2, 3, 7, 8 ni zadnja 3tevilka
Old S3(n). ) ’ a '

Dragoljub M Milodevid
prevedel Peter Petek
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