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Mat ematika I

PRETAKANJE VODE IN BINOMSKI SIMBOLI

P retakanje vode iz posode v posodo je lahko zelo zanimivo . Spomnimo se
samo na vodne ur e, na t erase, po katerih se pretaka voda , in na različne

znamen it e vodnjake. Tokrat si oglejmo, kakšno zvezo s pretakanjem vode
imaj o Pascalov t rikot nik in binomski simboli.

Izberimo posebne posode, ki imaj o ravno dno, na katerem sta ti k ob
st eni na nasprot nih strane h dve odprtini . P rese k t ake posode kaže slika .

Pretakanje skozi odprtine nadzorujemo s posebnimi magnetnimi ven
t ili. T i nam omogočajo, da odprti ni hkrat i odpremo in zapremo te r tako
ur avn avamo količino vode, ki izt eka skozi posame zno op rtino . P osod e
post avimo v obliki piramide, kot kaže slika (odprtin nismo risali).
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Naj prej o d p r e m o ven t il a v p os o di , ki le ži najvišj e (n = O). Ko voda

iz posode izteče , se hkrati odprejo vsi ventili v posodah na nivoju ti = 1,
ko so te prazne, se odpr ejo ventili na nivoju ri = 2 in tako naprej .

Obravnavajmo primer , ko je pretok vode skozi obe od prtini po same
zne posode enak, torej ko skozi vsako odprt ino steče polovica vode, ki je
v posodi.



I Mat ematika

- \

n=1

- t- 1. I

T

Posoda na nivoju n = O naj bo polna vod e (1 enot a) . Ko odpremo
odprtini , se skozi vsako iztoči 1/2 količine vod e. Ko odpremo odprtine
na nivoju n = 1, teče voda v poso de na nivoju n = 2. V prvo posodo
teče voda le iz ene odprtine posod e nad njo, torej 1/ 4, v drugo teče voda
iz dveh odprtin, torej priteče (1/ 4) + (1/ 4) , in v zadnjo posodo na t em
nivoju spe t priteka voda samo iz ene odprtine , torej priteče 1/4 vode. Na
nivoju n = 3 teče v pr vo poso do voda le iz ene odprtine posod e, ki je nad
njo, v sosednji dve posodi teče voda iz dveh odp rtin in v zadnjo spet iz
ene odprtine .

Opazimo naslednje:

• Vsota št evil v vsa ki vrstici je 1 (to je rav no količina vod e, ki jo
pr et akamo).

• Števila v naslednji vrsti dob imo tako, da vsoto šte vil, ki sta levo in
desno nad iskanim številom, delimo z dve .

• V vsaki vr st ici damo ulomke na najm anjši skupn i imenovalec. Če bi
zapisovali sa mo števce ulomkov, bi nastal Pascalov trikotnik.

Zapišim o člene na n-tem nivoju
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Vsota teh števil predst avlja skupno količino vod e v posodah na n- tem
nivoju, zat o je
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Upošt evali smo, da je ( ~) = C) = 1. Enačbo pomnožimo z 2n in dobimo

Izračunali smo vsoto binomskih simbolov G), k = 0, 1, . .. ,n.
Zdaj poglejmo primer , ko na vsakem nivoju skozi levo odprtino izteče

delež P, skozi desno pa delež q vod e. Pri te m seved a velja, da je p +q = 1.
Poglejmo, kako se voda pret aka po nivoj ih .

Zapi šimo rezultat e še v tabelo:

n = O 1

n = l p q

n =2 p2 2pq q2

n =3 p3 3p2q 3pq2 3q

n=4 p4 4p3q 6p2q2 4pq3 p4

Op azimo , da koeficient i členov v pos ameznih vrsticah spet tvorijo Pasca
lov trikotnik, zato lahko skupno količino vod e na n-tem nivoju zapišemo
kot vso to naslednjih prisp evkov:

Izberimo za p in q posebni vrednosti

a
p = a +b III

kjer st a a in b pozitivni šte vili in seveda p + q = 1.
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Splošni člen v enačbi (M l ) je potem
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Enačbo (M l) pomnožimo na ob eh st raneh z (a + b)n in dobimo

Vidimo, da smo na fizikalni način izp eljali binomsko for mul o, ki pa v
resnici velja za poljubni realni števili a in b.

Poj asnimo še zapis količine vode z binomskimi koeficienti. Količino

vode v k-t i posod i na n-tem nivoju zapišemo kot

Mislimo si, da na n-t em nivoju gledamo dve posodi (k-to in (k + l )-vo),
iz katerih teče vod a v posod o na (n + l )-vem nivoju ((k + l j-va posoda) .
V poso do izteče p-ti delež vod e iz leve zgornje pos od e in q-ti delež vode
iz desne posod e nad njo, to rej

c; kpn-kqk+ l + C n k+lpn - kq k+ l ., ,

Sled i

C p n +l - k -lqk+l - C pn- k qk+ l + C p n - kq k+l
n+ l ,k+ l - n ,k n ,k + l .

Ko zvezo poenost avimo, dobimo rekur zivno enačbo za koeficiente

Cn + 1•k+ 1 = Cn, k + C n ,k+ l .

Vemo , da je Cn,o = Cn ,n = 1. Zdaj lah ko bralci sami izračunajo koefici
ente.

Za konec si še nariši mo, koliko vode bi se nateklo v posod e na nivoju
n = 20 v primeru, ko velja p = q = 1/2 . Na tem nivoju je k posod, pri
čemer šteje mo k od O do n , kar pomeni , da je na n-t em nivoju (n + 1)
posod , v našem primeru 21.
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Višina stolpc a pomen i količino vode v posodi. V vseh posod ah skupaj
je toliko vod e, kot jo je bilo na začetku v prvi posodi (V = 1) . Pri te m
opazimo , da v prvih nekaj in zadnj ih nekaj posodah ni nob enega stolpca.
Količina vode, ki se nateče v te h posodah, je praktično nič. Če bi zalivali
rože na t ak način, potem bi se rože, ki bi bile na ob eh kon ceh , pos ušile.
Slika je simetrična glede na osrednji stolpec pri k = 10.

P oglejmo še , kakšn a je slika , če je p = 1/ 4 in q = 3/4.
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Zdaj je največ vode v petnaj sti posodi . Graf ni več simetričen .

N ada Razpet
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