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I Matematika

ŽUŽKI - NOŽIŠČNE KRIVULJE ASTEROIDE

Dan o ravninsko krivuljo K lahko na različne načine preoblikujemo v nove
krivulje.

Nožiščno krivuljo K p dane ravninske krivulje K dobimo tako, da v
ravnini t e krivulje izberemo točko P, nato pa jo pravokotno proj iciramo
na vse t angente kri vulj e K . Mn ožica vseh nožišč N, t o je prese či š č

pravokotnic skozi P z vsemi tangent ami krivulje K, je no ži š čna krivulja
K p kri vulj e K glede na pol P.

Nekatere krivulje, recimo pr emica in kro žnica , imajo razmeroma eno
stavne nožiščne krivulje, nekatere pa bolj zaplete ne . Oglejmo si, kak šne
nožiščne krivulje im a ast eroida ali zvezdnica. Asteroida je krivulja, ki ima
v pravokotnem koordinatnem sistemu Oxy enačbo

(1)

kjer je a pozitivna konstanta . Iz same enačbe razberemo, da je neobčut

lj iva za zamenjave x f-t -x, Y f-t - y, X f-t Y in x f-t -y. To pomeni , da
so premice x = O, y = O, y = x in y = - x simetrale asteroide (1).

y

y =-x y =x

x

S lika 1. S irnetr a le ast e roide .

Ast eroido op iše izbrana točka na krožnici polmer a a/4, če se ta kro ž
nica brez drsenja kotali po notranji strani krožnice polmera a. Zato
pravimo, da je asteroida pos eben primer hipocikloide. Asteroida je lep
primer ravninske krivulje, za katero večina računov poteka brez hujših
zap letov.



Matematika I

Astero ido laže obravnavamo , če jo zapišemo v parametrični obliki.
Če namreč enačbo (1) pr eoblikujemo v

(
Xi/3) 2 (yi/3) 2 =
a i / 3 + a i / 3 1

in se spomnimo, da je cos2 t + sin 2 t = 1 za vsako realno število t , potem
se sa mo po sebi vsiljuje, da post avimo

od koder sledi

X i / 3

ai/3 = cost ,
yi/3 .
a i / 3 = sin t

x = a cos3 t , Y = a sin3 t . (2)

To sta parametrični enačbi asteroide.

Funkciji sinus in cosinus smo smeli uporabiti zato, ker lahko že iz
(1) sklepamo, da je asteroida omejena kri vulja. Če en člen na levi strani
v (1) povečamo , se mora drugi zmanjšati in obratno . Za x = O dobimo
y = ±a, za y = Opa x = ±a. Točke (a, O) in (O, a), (-a, O) in (O, - a) so
na astero idi najbolj oddaljene od njenega središča. To so osti astero ide.
Po vrsti j ih dobimo iz (2) za t = O, t = 7r / 2, t = 7r in t = 37r/ 2. Očitno

je za en obhod asteroide dovolj , da par ameter t preteče interval [O, 27r) .
Za t = 27r dobimo zopet isto točko kot za t = O. Vsaki točki na ast eroidi
ustreza natanko en t na intervalu [O , 27r). Za O< t < 7r / 2 poteka asteroida
po prvem kvadrantu, za 7r / 2 < t < 7r po drugem , za 7r < t < 37r/2 po
t retje m in za 37r/ 2 < t < 27r po četrtem.

Kakšen geomet rijski pomen ima param et er t? Trdimo, da je t su
plementaren naklonskemu kotu tange nte na asteroido v točki , ki ustreza
par am etru t. Do tangente pridemo po običajnem postopku: skozi dve
različni točki To(xo, yo) in Ti(X i ,YI) asteroide najprej post avim o sekanto ,
po tem pa omenjeni točki zbližamo v eno, recimo v To. Če pri t em sekant a
pr eide v mejni položaj , smo našli tangent o. Smerni koeficient ks sekante
pr eide pri t em v sm erni koeficient kt t angente.

Denimo, da gre asteroida skozi To, ko je t = to, skozi TI pa te daj, ko
je t = ti' P ri tem je seveda to i= tI . Torej je Xo = a cos" to, yo = a sin3 to,
Xl = acos3tI in YI = a sin3 h ·



Matematika

Zapišimo smerni koeficient ks sekante skozi To in TI:

YI - YO a sin' tI - a sin:' to
k - - - - ---=---- - - -'--

s - Xl - Xo - a cos-' tI - a cos-' to

Po krajšanju in razstavljanju dobimo

k _ (sin h - sin to)(sin2 tI + sin tI sin to + sin2 to)
s - (cos tI - COS to)(cos? h + COS tI COS to + cos? to)

Razliko dveh sinusov in dv eh kosinusov lahko prevedemo na produkt

2 COS tO!t 1 sin t, ;to (sin 2 h + sin tI sin to + sin' to)
k-------,---"--.,---,--~..2..---=---------.:=-----------=-------.:=-----

s - -2 sin tO!t 1 sin t, ;to (cos? tI + COS h cos to + cos? to)

Po ponovnem krajšanju imamo

cos ?(sin2 tI + sin tI sin to + sin2 to)
sin tO!t 1 (cos? tI + COS tI COS to + cos? to)

Ko gre TI proti To , gre tI proti to, koeficient ks pa proti

cos to(3 sin 2 to) sin to
_-----.:::..c...-_ ___=_~ = - -- = - tan to
sin to(3 cos? to) COS to .

Smerni koeficient kt tangente na asteroido v točki To(xo, Yo) je torej dan
s formulo k t = - tan to = tan(1r - to). Za zgornjo in spodnjo ost k t ni
definiran. Enačba tangente na asteroido v To pa je zato

Po preuredtitvi dobimo enost avnejšo obliko:

Xsin to + y cos to = a sin to cos to .

Ta oblika da pravilni rezultat tudi za vse osti asteroide. Naklonski kot
et tangente je tt - to, torej je to res suplementaren naklonskemu kotu
tangente na asteroido v točki, ki pripada parametru to. Če izvzamemo
osti asteroide , potem njena tangenta preseka os X v točki A(a cos to, O),
os y pa v točki B(O, a sin to). Razdalja med A in B pa je očitno enaka a,
neodvisno od izbire točke To na asteroidi . Značilno za asteroido je , da je
medosna razdalja za vse tangente asteroide stalna. Izjeme so le tangente
v njenih osteh.



Mat ematika I
Množ ica vseh tangent na asteroido je dan a z enačbo

x sin t + Y cos t = a sin t eos t . (3)

Ast eroide (1) se v vsaki točki dotika natanko ena premica oblike (3) ,
v dveh različnih točkah pa dve različni t aki premici. Pravimo, da je
asteroida (1) ogrinjača mno žice premic (3). Slika 2 prikazuje nekaj t angent
z dotikališči v prvem kvadrantu.

y

x

Slika 2. Tangent e na as te ro ido .

Sedaj pa že lah ko izpeljemo izraza za koordinati (x, y) nožišča N
izbrane točke Pip,q) - pola - na katerokoli tangento aste roide . Pravoko
tnica na tangento (3) skozi P ima očitno enačbo

(x - p)cos t - (y - q) sin t = O.

Rešitev x in y sist ema enačb

x cos t - Y sin t = P cos t - q sin t

x sin t + y cos t = a sin t eos t

sta koordinati točke N . Preprost račun nam da

x = (p cos t - q sin t + a sin2 t) cos t ,

Y = (-p cos t + q sin t + a cos2 t ) sin t .

To st a parametrični enačbi no ži š čne krivulje asteroide (2) glede na dani
pol P(p,q).



IMat ematika

y
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Slika 3 . Št ir iperesna detelj ica kot nožiščna kri vulj a as teroide , če je pol izhod išče .

Oblika nove krivulj e je precej odvisna od izbire točke P . V najen o
st avnejšem primeru p = q = O ima nožiščna kri vulja astero ide glede na
njeno središče parametrični enačbi x = a sin2 teos t , y = a cos2 t sin t . Ker
je v t em primeru x2+ y2 = a2sin 2 t cos2 t = (a/2)2 sin2 2t , se palami radij
iskan e kr ivu lje izraža z [J = (a/ 2) sin 2t. Kri vulja je štir iperesna deteljica
(slika 3).

Če izberem o točko P kar na slep o, ne predaleč od astero ide, dobimo
kri vuljo , ki bolj ali manj sp ominja na nekak šnega žužka . Na sliki 4 je
primer , ko je p = (2/ 7)a in q = (4/ 7)a.

y

Slika 4. Nesimetrični žužek.
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