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Matem atika I

TETRAEDRI S PLOŠČINSKO ENAKIMI
MEJNIMI PLOSKVAMI

BcA

Skladni liki imaj o enako ploš čino , to da hkrati ne drži, da bi bili liki z
enako ploščino vselej skladni.

Tetraeder (t rist rana piramida) je omejen s št irimi trikot niki. Kaj
lahko rečemo o tetraedru, če im ajo vse štiri njegove mejn e ploskve enako
ploščino? Ban gov izrek t rdi, da so v te m primeru mejne ploskve skladni
trikotniki. Poskušajmo ta izrek dokazati . Dokaz je elementaren in mate
matično prav nič za hteven , le nekoliko dolgovezen je in v njem je precej
dolgočasnega računanj a . Če se bralcu računanje up ira, naj kar neha br ati
ta članek . (Dokaz se pr ecej poenostavi , če up or ab imo vektorsko algebro.)

Imejmo tetraeder ABCO (slika 1) . Njegova osnovna ploskev je t ri
kotnik A BC, njegov vr h pa O. Strani ce osnov ne ploskve zaz namujmo z
A B = c, B C = a in AC = b, stranske robove pa z AO = e, B O = i in
CO = g. Stranske ploskve so trikotniki ABO , BCO in ACO; prvi ima
stranice e , i, c, drugi i . g, a in t retj i e, g , b.

O

Slika 1.

Ploščino trikotnika s stranicami a, b, c izračunamo po Heronovem
obrazcu

p= )s(s - a)(s - b)(s - c),

kjer je s polovični obseg, t ako da je 2s = a +b+ c. Če to vstavimo v izr az
na levi , ga kvad riramo in pomn ožimo s 16, dobimo enačbo

(1)
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Denimo, da imaj o vse stranske ploskve našega tetraedra ABGO enako
ploščino kakor osnovna ploskev , torej ploščino p. Potem veljajo po leg (1)
t udi tele tri enačbe :

2e2f 2 + 2c2e2 + 2c2f 2 - c4 - e4 - f 4 = 16p2

2f2g2 + 2a2J2 + 2a2l - a4 _ J4 _ g4 = 16p2

2e2g2 + 2b2e2 + 2b2g2 _ b4 _ e4 _ g4 = 16p2 .

(2)

Leve strani teh enačb določajo ploščine stranskih ploskev ABO, BGO in
AGO . Dobimo jih tako, da v formu li (1) zamenjamo najprej a z e in b
z J, nato b z J in c z g, nazadnje pa a z e in c z g . Vse mejne ploskve
imajo enako ploščino natanko tedaj , kadar zadoščajo robovi a, b, c, e, J
in 9 enačbam (1) in (2) .

Če je e = a, J = b in 9 = c, so vse enačbe (1) in (2) izpolnj ene.
Mejne ploskve so štirje skladni trikotniki s stranicami a, b, c. Ali obstaja
še kakšna druga rešitev teh enačb?

Zaznam ujmo e2 - a2 = X, J 2 - b2 = y in g2 - c2 = Z , torej

(3)

Vstavimo te izraze v enačbe (2). Če upoštevamo enačbo (1), ki določa

16p2 , dobimo po nekoliko dolgoveznem računu tale sistem enačb :

2(b2 + c2 - a2)x + 2(a 2 + c2 _ b2)y + 2x y _ x 2 _ y2 = O

2(a 2 + c 2 _ b2)y + 2(a 2 + b2 - c2)z + 2yz _ y2 - z 2 = O

2W + c2
- a2)x + 2(a2 + b2 - c2)z + 2x z - x 2 - z 2 = O.

Zaradi krajše pisave zaznamujmo

Pot em lahko zapišemo zgorn ji siste m v ra zmeroma preg ledni ob liki:

2qx + 2ry = x 2 - 2xy + y2 = (x _ y )2

2r y + 2sz = y2 - 2y z + z2 = (y - z )2 (5)
2qx + 2s z = x 2 - 2x z + z 2 = (x - z )2 .

Seštejmo prvo in tretjo enačbo (5) in od vsote odštejmo drugo. Če

krajšamo z 2, dobimo

2qx = x 2 - xy - (x - y) z (6)
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in od tod

(x - y) z = x 2 - x y - 2qx.

Pomnožimo zdaj tretjo enačbo (5) z (x - y)2 in dobimo

(7)

2q x (x - y )2 + 2sz (x _ y)2 = x 2(x _ y )2 _ 2x z (x _ y)2 + z2(x _ y )2 .

Vstavimo za produkt (x - y )z izraz (7) . Po kr aj šem računu pridemo do
enačbe

2qx(x - y )2 + 2s (x - y )( x 2 - x y - 2qx ) = 4q2x2 ,

ki jo lahko zapišemo tudi takole:

(2qx + 2sx)(x - y)2 - 4qsx(x - y) = 4q2x2 .

Prva enačba (5) pove, da je (x - y )2 = 2qx + 2ry, torej

(2qx + 2sx)(2qx + 2ry ) - 4q sx (x - y ) = 4q2x2 .

Če to ur edimo, je pr ed nami tale pr eprosta enačba:

4 (qr + qs + r s )xy = O. (8)

Tako smo ugotovili , da vsaka trojka, ki zadošča siste mu (5), zadošča tudi
enačbi (8) .

Spet nekoliko dolgovezen račun pokaže , da je

kjer seveda pomeni p ploščino osnovnega trikotnika ABe. v tetrae dru
imajo mejn e ploskve od nič različno ploščino , torej je p -j- O. Zato smemo
(8) kraj šati s 64p2 in prid emo do enačbe

x y = O. (9)

Tri možnosti imamo:

a)x-j- O, y= O b)x=O,y-j-O, c) x =O ,y =O .

Oglejm o si najprej možnost a). Iz prve enačbe (5) dobimo 2qx = x 2.

Ker x -j- 0, smemo kraj ša ti z x in je v te m primeru x = 2q . Če to vst avimo
v (7) , dobimo xz = 0, to rej z = O. Tako smo dob ili rešit ev x = 2q , Y = 0,
z = O.



Mat ematika

V primeru b) je x = O. Enačba (7) nam da yz = O. Ker y i-O,
sledi od to d z = O. Iz pr ve enačbe (5) pa dobimo 2ry = y 2 , torej y = 2r.
Pripadajoča rešitev se glasi x = O, y = 2r , z = O.

Na zadnje si oglejmo še zadnji primer c), ko je x = O in y = O. Druga
enačba (5) nam da 2sz = z2. Od tod izhajata dve možnosti: ali je z = 2s
ali z = O.

Tako smo ugot ovili , da obst ajajo nat anko štiri rešit ve sist ema (5) ,
namreč:

1. x= 2q, y= O, z= O.
2. x=O, y=2r , z= o.
3. x=O, y= O, z= 2s.
4. x=O , y= O, z= O.

Oglejmo si pr vo rešitev. Ker je y = Oin z = O, dobimo iz enačb (3) f = b
in 9 = c. (Robovi se izražaj o s poziti vnimi števili. Zato iz p = b2 in g 2 =
= c2 sledi f = b, 9 = c.) Enakost x = 2q pa nam da e2 = 2b2 + 2c2 - a2 .

Torej so robovi med sebo j povezani takole:

(10)

Kakšen je pripadaj oči te t raeder?
Vzemimo v rav nini paralelogram AB OC, pri katerem naj bos ta nev

zpo redni stranici AB = c in AC = b, diagon ala B C pa naj bo enaka a. S
temi pod atki je paralelogram natanko določen (slika 2) . Drugo diagonalo
označimo z e, to rej AO = e.

c

c

Slika 2.

V vsakem par alelogramu je vsota kvadr atov vseh št irih st ra nic enaka
vsoti kvad ra tov obe h diagonal. V našem primeru je zato

(11)
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Kako ugotovimo, da velja zveza (Ll )? Oglejmo si trikotnika ABC in AB O
na sliki 2. Če je pri oglišču A notran ji kot a , je v paralelogr amu pri oglišču

B notranj i kot 1800 -a. Po kosinusnem izrek u dob imo iz prvega t rikotnika

iz drugega pa

Če ti dve enačb i sešte jemo, je pr ed nami zveza (11).
P aralelogram ABOC imamo lahko za izrojeni t etraeder , vsa njegova

oglišča so namreč v isti ravnini . Robovi osnovne ploskve ABC so BC =

= a, AC = b in AB = c, st ranski robovi pa AO = e, B O = f = b in
C O = 9 = c. Ker velja zveza (11), so robovi takšni , kakor jih določa prva
rešitev (10) . Mejne ploskve tega "te t raedra" so trikotniki ABC , A B O,
ACO in B CO. Če par alelogram ni pr avokotnik , t i trikotniki , ki imajo vsi
enako ploščino (namreč polovico ploščine paralelogr ama) , niso vsi med
seboj sk ladni.

Tet ra eder je s svojimi robovi natanko določen : dva te t raedra z ena
kimi rob ovi sta bodisi skladna bodisi zrcalni sliki drug dru gega. Zato
je vsak tetraede r , katerega robovi so povezani z enačbami (10), skladen
s paralelogramom ABOC , torej izrojen . Njegov rob AO je diagon ala
par alelogr ama.

Podobno kakor izraža Heronov obrazec ploščino t rikot nika z njegovimi
stranicami, obstaja formula , ki izraža prostorn ino V tetraedra z njegovimi
robovi. Tako formulo naj de br alec v [1] na st rani 130. Če v formulo za
pr ostornino V vstavimo izraze (10), izračunamo, da je V = O. Tako se
ponovno lahko prepričamo, da določajo robovi (10) izroj eni tetraeder.

Kar smo povedali za prvo rešitev sist ema (5) , velja t udi za dru go in
tretjo. Pripadajoči t etraeder je par alelogram , pr i dru gi rešit vi je njegova
diagonala ro b BO , pri tret ji pa rob CO.

P reostane nam še zadnja, četrta reš ite v, ko je x = O, y = O in z =
= O. Iz enačb (3) dobimo e = a, f = b in 9 = c. Mejne ploskve so
skladni t rikotniki s st ranicami a, b, c. Edino t a rešit ev nam da neizro jeni
te traede r . Tako smo dokazali:

IZREK (Bang). Če imajo v (neizrojenem) tetraedru vse štiri
mejne ploskve enako ploščino, so te ploskve skladni t r ikot n ik i.
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