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Elektronska verzija: http://www.presek.si/29/1482-Grasselli.pdf

c© 2002 Društvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
c© 2010 DMFA – založništvo

Vse pravice pridržane. Razmnoževanje ali reproduciranje celote ali
posameznih delov brez poprejšnjega dovoljenja založnika ni dovo-
ljeno.



Matematika I

ŠTEVILO 1 KOT VSOTA IN PRODUKT ULOMKOV

Število %' kjer sta a, b celi števili in b i-O, imenuj emo racionalno, t ud i
ulomek. Ker je b lahko 1 in je 1 = a, so med racionalnimi števili vsebovana
vsa cela šte vila . Izberemo dve, tri ali več racionalnih šte vil. Ali j ih lah ko
izberemo tako, da bosta njihova vsota in produkt enaka 1?

1. Začnimo z dvema številoma, zaznamujmo ju x, y . Ker naj bosta
njun a vsota in produkt 1, mora biti

x+ y= l

x · y = l.
(1)

Če bi siste m (1) rešili, bi iz najdenih x, y videli , da le-t a nista racionaIna.
Ravnali bomo drugače . Iz dru ge enačbe v (1) vidimo, da sta x, yoba

različna od O (saj je njun produkt 1). Če torej obstaja racion aIna rešitev,
je x = %' kjer sta a, b od nič različni celi števili; iz druge enačbe (1) sledi
potem y = ~ . Ko obo je vstavimo v prvo enačbo iz (1), dobimo

a b
- +- = 1
b a

in po odprav i ulomkov

a2
- ab + b2 = O.

Iz te enačbe po množenju s 4 dobimo

(2a - b)2+ 3b2 = O.

Kvadrat celega števila je nič ali pozitiven; vsota na levi je tako nič le, če

sta oba seštevanca nič , to rej le za b = a = O. To ne gre, saj mora biti
po privzetku b i- O. Sistem (1) v racionalnih številih ni rešljiv. Drugače

poved ano:

Ni dveh ulomkov, pri kater ih bi vsot a in pr odukt imela vr ednost 1.

2 . Ali obstaj aj o tri racio naIna števila z vsoto in produktom 1? Da
dobimo odgovor , je t reba ugotoviti , ali premore siste m

racionalne rešitve.

x+y + z = l

x · y· z = l
(2)
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Hitro vidimo, da ni celoštevilnih rešitev. Drugo enačbo v (2) je
mogoče v celih številih izpolnit i le tako, da so x , y , z vsi 1 ali pa sta
od števil x, y , z dve enaki -1 , eno 1. Prvič je vsota števil 3, drugič -1
in prva enačba iz (2) ni izpol njena. Celih št evil x, y, z, ki bi ustrezala
sistemu (2), ni.

Ali mord a za sistem (2) obstajajo racionaln e rešit ve, ki niso cela
števila? Dognali so, da ne (dokaz ni preprost) . P ovzemimo:

----
Če tri ulomke sešt ejemo in zmnožimo, je od dobljenih vrednosti

kvečjemu ena ena ka 1.

3 . Pojdimo sedaj k sist emu

Xl + X2 + X3 + X4 = 1

Xl . X2 . X3 . X4 = 1 .
(3)

(5)

Dru go enačbo lahko v celih številih izpolnimo le, če so št evila X l, X2, X3,

X4 vsa ali 1 ali - 1 ali pa dve 1 in dve -1 ; njihova vsota je potem 4, - 4,°in prva enačba (3) ne drži. Sistem (3) torej celoštevilnih rešitev nim a.
Naš li pa so rac iona lne rešitve, ki niso cela števila. Če je n od O, 1, -1
različno rac ionalno število, so

n 2 1 n 2 - 1 1 - n2

Xl = -2- -1 ' X2 = -1 2' X3 = - --, X4 = - - - , n # 0,1 , -1
n - -n n n

(4)
racionaIna št evila; da izponjujejo obe enačbi (3), se prepričamo z vst a
vitvijo. Racionalnih števil je neskončno ; zato je t udi neskončno četveric

oblike (4) . Povzemimo:
~-~~--

Obstaja neskončno četveric ulomkov, katerih vsota in produkt
sta 1.

Ali so v obrazcih (4) zajete že vse racionalne rešitve sistema (3)? Na
t o vprašanj e pisec teh vrstic ne ve odgovora.

4 . Zadnjo ugotovitev lahko razširimo na pet in več racionalnih števil.
P oglejmo sist em

X l + X2 + + Xk = 1

X l . X 2 Xk = 1 .

kjer je k ~ 4. Pri k = 4 daj ejo obrazci (4) neskončno racionalnih rešit ev
sistema (5).
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Za k = 5 so našli rešitve

1 1
Xl = n , X2 = -, X3 = -n , X4 = - - , X5 = 1 , n =1= O, (6)

n n

za k = 6 rešitve

1 - 1
X - X - X3 = (n + 1)2 ,

l - n 2(n + 1) ' 2 - n 2(n + 1) , (7)

X4 = _ n 2 , X5 = - n , X6 = -n , n =1= O, -1

in za k = 7 rešit ve

2 1 1
Xl = (n - 1) , X2 = n - "2 ' X3 = n - "2 ' X4 = 1 , X5 = _ n

2
,

1 - 1 1 (8)
X6 = n(n _ l)(n _ ~) , X7 = n(n -l)(n _~) , n =1= 0,1 ' "2 '

Da gre za rešitve sist ema (5) , lahko nep osredno preverimo. Števila (6) ,
(7) , (8) so pri racion aln em n , ki pride v pošt ev, racionalna; ker je vsakič

za n neskončno možnosti , ima sistem (5) t udi pri k = 5,6,7 neskončno

racionalnih rešit ev. (Ne vemo pa , ali smo s tem dobili že vse racionalne
rešit ve.)

Kako pa je pri k > 7? Števila 4, 5, 6, 7 puščajo pri delit vi s 4 po
vrsti ostanke O, 1, 2, 3. Zato je mogoče naravno število k , ki je večje od
7, z naravnim številom t zapisati v obliki

k = 4 + 4t ,

k = 5 + 4t ,

k = 6 + 4t ,

k = 7 + 4t ,

če pušča k pri delitvi s 4 ost anek O,

če pušča k pri delitvi s 4 ostanek 1,

če pušča k pri delit vi s 4 ostanek 2,

če pušča k pri delit vi s 4 ostanek 3.

Obrazci (4) , (6) , (7), (8) povedo, kako se dobi 1 kot vsota in produkt
št irih, petih, šestih in sedmih racion alnih šte vil; te m številom dodamo
2t-krat število 1 in 2t-krat št evilo -1 in že je tu k racionalnih števil, ki
sešteta in zmnožena daj ejo 1. Zato velja:

Če je k ?: 4, lahko na neskončno načinov izberemo k ulomkov,
katerih vsota in produkt sta enaka 1.
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Zgled.

Ker je 17 = 5 + 3 . 4, daj ejo po (6) pri racionalnem n -=1= O

1 1
X l = n , X2 = - - , X3 = -n , X4 = - , X 5 = 1 ,

n n
X6 = . . . = X u = 1 , Xl2 = . . . = Xl7 = - 1

neskončno racionalnih rešit ev sistema (5) za k = 17.

Naloge.

1. P ri naravnem številu a je sistem

x+y=a

x ·y = a

v nar avnih številih x, y rešljiv le, ko je a = 4. Dokaži.

2. Naj bo racionaln o št evilo c različno od 1 in -1. Sistem

ima racionalno rešit ev

2
X =-- ,

1 - c

Preve ri.

2 4
y = l + c ' z = 3+ c2 ·

3. Za racionalno šte vilo c, različno od O in 1, ima siste m

1
X + y + z = -c(:-l------:-c)---;-(1- - -c-+-----;c2:-:-)

1
X . y . z = c(l _ c)(l _ c + c2)

racionalno rešitev. Poišči jo .
Jo že Grasselli




