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Astronomija I

KAKO DO ENAČBE SE NCE?

Zadajmo si nalogo , d a želimo ugotoviti , po kakšni krivulji se pre m ika
konec sence , ki jo vrh navpične in od Sonca osvetljen e palice med dnevom
meče na vodoravno ravnino. To je precej zahtevna naloga . Da bi jo
rešili, j e t reba nekaj vedeti o vektorjih in o sekanju ravnine in pokončnega

dvojnega krožnega st ožca .
S sekanjem ravnine in plašča pokončnega dvojnega krožnega stožca

namre č dobimo kot presek krivulje drugega reda, im enovane st ožnice
(krožni ca , elipsa , parabola, hiperbola), to pa so prav tiste krivulje, ki
jih ob sončnem vr emenu opisujejo konci senc navpično postavljenih pred
metov v različnih kr a j ih na Zemlji (slika 1) .

č

Slika 1. Sekanje ravnine in plašča pokončnega

dvojnega krožnega stožca. Za p resek dobimo:
a - krožnico (ravnina se ka dvojni stožec

pravokotno na os) ,
b - e lipso (ravnina seka dvojni stožec po

ševno na os) ,
c - parabolo (ravnina seka dvoj ni stožec

vzpored no s stran ico ) ,
č - hiperbolo (ravnina seka dvojni stožec

vzporedno z os jo).
Opomba. Če ravnina seka d voj ni stožec skozi
vrh V , dobimo za presek sekajoči se p remici .

a

c

Vpeljimo prostorski pravokotni koo rdinatni sistem z izhodiščem v
vrhu V dvojnega pokončnega kro žnega stožca z odprt ino 2a , kar je kot
ob vrhu osnega preseka stožca (slika 2) .

Najprej nas zanima enačba plašča pokončnega dvojnega stožca. Izpe
ljem o jo takole : Naj v poljubno točko T(x , y , z ) plašča stožca ka že krajevni
vektor T = (x , y, z ) = xi + yj + zk, kraj evni vektor TO = (0,0, za) pa na j
leži v osi stožca in naj kaže v pozit ivno sm er osi z (navpično navzgor) . Ko
zavzamejo komponente x, y, z vektorj a T vse vre dnosti od -oo do +00,
konica vektorja T opiše ves plašč pokončnega dvojnega stožca. Njegovo
enačbo dobimo s skalarnim produktom vektorjev T in TO , torej T . T O =

= (x , y, z) . (0, 0, za) = r . ra cos o . Velja zzo = rro cos o . Ker je ra = za,
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sledi z = TCOSa oz. Z2 = 1'2 COS2 a ali z 2 = (x2+ y2+ z2) cos2 o. To enačbo

pr eoblikujemo najprej v z2( 1 - cos2 o) = (x2 + y2) cos? a in končno v

1
z 2 = _ _ (x2 + y2).

t an 2 a

Tako smo zapisali enačbo ploskve, to je enačbo plašča pokončnega dvoj
nega krožnega stožca z odprt ino 2a.

z

Ta (O , O, za)

T( x , y , z) ITI = r = J x 2 + y2 + z 2

lro l = T[) = z[)

T . TO = T . TO . cos a

y

Slika 2. K izp elj avi enačbe plašča dvoj nega pokončnega kro žn ega stožca.

Naj ima ravnina , ki je vzporedna z ravnino xy, enačbo z = v (v naj
pomeni višino, ki je konstantna) . P resek t e ravnine in plašča dvojnega
stožca dobimo z rešit vijo sist ema enačb Z 2 = ta';2 Q (x 2 + y2) in z = v .
V enačbo ploskve pr eprosto vstavimo v namesto z in dobimo v2 tarr' a =

= x2+y2 ali x 2+y2 = p2, če je p = v t an o . Presek je kro žnica s polmerom
p. Podobno bi lahko dokaz ali , da so pr eseki dvojnega st ožca z drugače

potekajočimi ravninami druge stožnice (elipsa, parabo la in hip erbola) , kar
pa ni naš namen .

V naših krajih vzide vsak dan Sonce zjutra j na vzhodnem delu ob
zorja, je najvišje op oldne na jugu in zaide zvečer za zahodni del obzorja.
Navidezno dn evno gibanje Sonca poteka (okrog neb esne osi) po nebesnem
vzpore dniku z deklinacijo 6, kakor imenujemo kotni odmik nebesne točke

od neb esnega ekvatorja. Deklinacija Sonca se med letom spreminja. Ko je
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njegova deklinacija O= °( enakonočje) , leži Sonce na neb esnem ekvatorju ,
za O> °je Sonce nad neb esnim ekvatorjem na severni neb esni polu ti (od
spomladanskega do jesenskega enakonočj a), za O< °pa pod ekvatorjem
na južni nebesni polkrogli (od jesenskega do spomlad ans kega enakonočj a).
Sonce se to rej vsak dan navidezno giblje po plašču dvojnega krožnega
stožca , katerega os je usmerjena v severni nebesni pol P (t ik ob nj em leži
zvezda Severnica ), od prtina stožca 20' pa je 2(90° - o), kar nazorno kaže
slika 3.

V vr h navpične palice (stožca ) z višino v post avimo izhodišče prostor
skega koordinatnega sistema. Os x usmerimo pr oti severu N , os y proti
zahodu W , os z pa navpično navzgor proti zenit u Z . Severni neb esni pol
P leži v ravnini NSZ, višinski kot seve rnega neb esnega pola , to je kot
med vodoravno rav nin o in smerjo proti seve rnemu neb esnemu polu , pa
je po definiciji enak zem ljepisni šir ini r.p opazovališča na severni zeme ljski
poluti , torej <iN OP = ip ,

Naj določenega dne kr aj evni vektor r = (x , y , z) kaže v Sonce, ki
je v določeni točki R na plašču dvoj nega stožca, vektor r o = (x o, O, zo)
pa tako in t ako kaže v po l P . Skalarni produkt t eh dveh vektorjev je
r· r o = r : r ocos(90° - o). Sledi (x ,y, z) · (xo , O, zo) = r · r o sino oz .
xXo+ zZo = rro sin o. Nadalje je xEQ. + z31. = r sin Oali x cos sp + z sin r.p =ro ro
= r sin o. Zadnjo enačbo kvadriramo , up ošt evamo r2 = x2 + y2 + Z 2 in
dobimo

(1)

Pravkar smo za pisali enačbo p lašča dvojnega stožca , po katerem se Sonce
navidezno gib lje med letom . Na splošno za vse kr aje na Zemlji velja
- 90° ~ r.p ~ + 90°, za vse datume med letom pa - 23,5° ~ O ~ + 23,5°
(glej prisp evek Deklin acija Sonca, P resek 27 (1999/ 2000), 22).

Vodoravna ravnina , na kat eri opazujemo senco, ima enačbo z = - v .
Presek te ravnine in plašča dvo j nega stožca z enačbo (1) je stožnica ,
ki prikazuj e, kako se konec sence od Sonca osvetl jene navpične pali ce
(pokon čnega stožca) določenega dne premika po vodoravni ravnini. Da
dobimo enačbo stožnice, v enačbo (1) vst av imo z = - v . Dobimo

To pa je splošna oblika enačbe iskane stožnice, ki jo v določenem času

(o = O(t) ) in kraju z zemljepisno šir ino sp na vodoravni ravnini popiše
konec sence . Za vsak par vrednost i ip in O (glej om eji tve spr edaj) dobimo
drugačno stožnico .
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IV
sever

z=-v

Slika 3 . K izp elj avi enačbe plašča dvoj nega kr ožnega stožca, katerega os je usmerj en a
proti severnemu neb esnemu po lu . P rese k t ega plašča in vodor av ne ravni ne, ki gr e skozi
nožišče navpične pali ce (osnovno ploskev st ožca), je v splošne m stožnica.

Slika 4 . Senca navpične pali ce (gno
mon a ) ob treh znači ln ih datumih za
naše kraj e - t eor ij a .

Pra ksa: Naslov n ica prikazuje moja
opazovanja sence , ki sem j ih opravi l
na ravnin ici pr ed domačo češnjo na
Gorenjs kem in so tra jala več kot
poldrugo leto . P rikaza no je pre m i
ka nje konca se nce navpične pa lice (z
leve) ob božiču , sredi oktobra, ob
enakonočju , ob kresu .

OJ
;u
o
c
o
"'"roc
OJ

o gnomon

Na pr vi pogled se zdi enačba sence pr ecej zapletena, v resni c: pa
ni , posebn o če imamo računalnik in primerno pr ogramsko orodj e, np r.
Derive ali Or igin . Enačbo sence (eksplicit no obliko funkcije) vnese mo v
računalnik , odt ipkamo določeno vrednost za ep (zemljepisna širina kraj a)



Astronomija I

in določeno vrednost za 5 (deklinacija Sonca za določen dan v letu) te r
senco lahko opazujem o na zas lonu računalnika.

Za kr aj e v Sloven iji lahko za zemljepisno širino vnesemo kar 45°
al i 46° , za druge kr aj e pa pod atek za zemljepis no širino poiščemo na
zem ljevidu. P odat ek za dek linacijo Sonc a dobimo v vsakoletnih astro
nomskih efemeridah (koledarj ih) , pri nas v publikaciji Naše nebo (DMFA
Slovenije) .

Za zaklj uček si oglejmo (brez računalnika) t ri t ipične primere premi
kanj a sence.

i) Sen ca na severnem zemeljs kem polu
Tu velja '{J = 90° (cos e = O, sin o = 1). Enačba sence dobi ob liko
v2 = (x 2 + y 2 + v2 ) sin2 5 ali x 2 + y 2 = p 2 , kjer je p = v cot 5 polmer
kro žnice. Ob kresu (5 = 23 ,5° ) se na severnem zemeljskem polu
kon ec sence premika po krožnici s poImerom p = v cot 23 ,5° . Ob
enakonočj u (5 = O) pa sence ni (za kaj že?) .

ii) Senca na ekvatorju
Tu je '{J = O (cos'{J = 1, sin o = O). Enačbo pr eoblikujemo v

2 2

v 2 t:n2 J - ~2 = 1, kar je enačba hiperbole. Konec sence se premika
po hip erb oli vse dni v let u , razen ob enakonočju , ko je x = O, torej os
y oz. premica , ki gre skozi podnožišče pali ce v sme ri od zahoda proti
vzhodu.

iii) Senca pri nas
J e v splošnem hiperbola (izpe lj i enačbo) , razen ob enakonočju , ko je
premica z enačbo x = v tan '{J (slika 4 in fot ogr afija na naslovnici) .

Vaje

P o kakšni krivulji se premika konec sence , ki jo od Son ca obsijana navpična

palica z višino v meče na vodo ravna tl a v kr ajih na :
1. seve rnem zeme ljskem polarniku ( '{J = 66 ,5° )

- ob kr esu
- ob enakonočju

2. severnem zeme ljs kem povratniku ('{J = 23 ,5° )
- o b kresu
- ob enakonočju

3. geografskem vzporedniku s '{J = 80°
- ob kresu
- ob božiču

Poskušaj senco vsakič računalniško natisniti.

Miirijan. Prosen
Rešitve vaj so na str. 173.



KAKO DO ENACBE SENCE - Pte3iitve vaj s str. 148 

1. UpoBLtW Q = (90° - 6), ke.r je d = 23P0. Ob krersu se bnec mce 
prernika po paraboli z m&bo 9 = t?(wt26 - 1) - 2v cot 6 s, ob 
enakonoEjupapo premici z =utancp. 

3. Ob lcreau po elipsi (skim), ob M h  sence ni, tmj je tam temsr 
(polan8 aoE). 




